PTSI1

Correction du devoir maison n° 4

Exercice 1 ~ On note f la fonction définie sur | — 1 ; 0[U]0 ; +oo[ par f(x) = (1 + x)%

On note C sa courbe représentative dans un repere du plan.

1. f(z)=(1 +x)% — oz n(1+2)

1
lim —In(1 4 z) =1 donc | lim f(z) =e

z—0 T z—0
1 1 In(1
2. —In(1+2) = Tl nl + ) pour tout z €] — 1 ; 0[U]0 ; 4o0]
x x 1+2z
In(1
Or lim =let lim M = 0 par croissances comparées donc
r—+o0 I z—+o00 142
. 1 . . 0
IEIEOO - In(1 + z) = 0 par produit et xgriloof(:n) =e =1

donc ‘ 'y admet une asymptote en +oo d’équation y = 1 ‘

1 1 1 1
Correction 2 —In(1 + z) = —In(z(= + 1)) = me 4+
T x x x x

Inx 1
Or lim —— = 0 par croissances comparées et lim In(— + 1) =0 donc
r—400 X T—+00 X

i _ - i = 0 =
wglfm . In(1+ z) = 0 par somme et xﬂToo fle)=¢"=1
x

3. Montrons que Vo €] —1; +oo[, —Iln(z+1)+ 1
x

<0

x

On pose g(z) = —In(x +1) +

z+1
g est définie et dérivable sur —1 ; +oo[ car  + 1 > 0 sur cet intervalle.
1 z+l—-2z —-xz-1+1 -
g (x) P + CESIE CESIE EFSIE est du signe de —x sur
| =15 4o
x -1 0 400
g'(x) + 0 -

w || : ~__

D’apres le tableau précédent, g(z) <0 Vz €] —1; 4oof i.e

Vo el —1; +ool, —1n(x+1)+%<0
xr

4. f(ﬂ?) _ (1 + JJ)% _ e%ln(l—&-x)
1
f est dérivable sur | — 1 ; 0[U]0 ; +oo[ car 1 4+ x > 0 sur cet ensemble et le quotient — a
x

un dénominateur non nul sur cet ensemble.

f(x) = ¢ (z)f(x) ot p(x) = ln(lx—i—x)
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—1In(1+2)

1
(P/(x) _z+

2

22>0et f>0sur]—1; 0[U]0; +oo[ donc f/ est du signe de g sur cet ensemble, c’est

adire f/(x) <0sur ] —1; 0[U]0 ; +o0]

1
lim —In(1 4 z) = 400 par produit donc lim1 f(x) = 400 par composition

r——12x T——
T -1 0 400
f'(=) - -
+00 ¢
e 1
-1
Exercice 2 2/ = i —,z2#1
1. Correction 1 [z —1|=|z—-1|=|z—-1| =1 —Z|.
1—
Donc pour z # 1, ]z’|:‘ i =1.
5 _

Correction 2 On a pour

21, z'r:'
z

1—z| [1—2 [-—z-iy \/(l—m)2+y2_1
-1 [z-1 |r—iy—1] (x —1)2 + y2

On vient donc de démontrer que pour tout point M d’affixe z # 1,

2] =O0M' =1]

z
Calculons pour z # 1, le quotient = =

1—=2

/_1 ﬁ—l

l—2—-Zz+1
z—1 z—1 z—1D(z-1)

Le numérateur : 1 —2—z4+1=2—(24+2) =2 -2z € R;

Le dénominateur : (z — 1)((Z—1) = (z — 1)z — 1 = |z — 1|2 € R, (réel positif).

2 -1

z—1

Finalement

eR

signifie qu’il existe un réel k tel que 2 — 1 = k(z — 1) ou encore

AM’' = kAM, ce qui signifie que les points A, M et M’ sont alignés.

Cas k=0k=0< =1 et dans ce cas M’ et A sont confondus.

2. D’apres la question précédente, M est aligné avec A et M et appartient au cercle

trigonométrique. | M’ est donc l'intersection de ce cercle et de la droite (AM). ‘

Cette intersection est vide dans 2 cas :
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e Dans le cas ou M a pour abscisse 1 (M et A non confondus), k£ = 0 et la droite (AM)
est tangente au cercle en A, on obtient 2z’ = 1 d’apres le calcul précédent et I'image de
M est le point A.
e Dans le cas ou M est sur le cercle trigonométrique, M et M’ sont alors confondus.

3. L’angle AM'B est un angle droit car [AB] est un diametre du cercle trigonométrique et

M’ est un point de ce cercle, sauf dans le cas o M’ et A sont confondus.
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