PTSI1

1. (a)
(b)

Correction du devoir maison n° 5

2 —
Vo € R, —a € Rt h(~a) = 2 (", — ~h(a). Done f est impaire],

La fonction h est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables dont le

dénominateur ne s’annule pas, et Vo € R :

2(142%) —2z(20) 2(1-2%) 2(1-2)(1+x2)

(1+a2)? (1 4a2)? (1+ 22)°

h (z) =

Y

qui est du signe de (1 — ) (1 +x) car 2 >0 et 1+ 22 > 0.

2
Vz € R*, h(z) = — - 0, par opérations sur les limites. Finalement, on a :
T + > T—100

x —00 -1 1 +oo

W(z) - 0 + 0 -

h(z) — \

Soit x € R.

2
hz) =1l — =1 e 2x=1+22c= (z—-1)2 =0z =1.
1+ 22 142240

Comme h est impaire, h(z) = —1 <= x = —1. Finalement,

‘l’unique antécédent de 1 par h est 1, et 'unique antécédent de —1 par h est —1|.

Notons que g(z) = arcsin(h(x)) — 2 arctan(z).

D’apres la question 1. (b), la fonction A admet pour maximum 1 et pour minimum
—1. Donc Vz € R, h(x) € [-1,1]. La fonction arcsin étant définie sur [—1,1], la

fonction arcsin(h) est définie sur R.

La fonction arctan étant définie sur R, | g est définie sur R ‘, comme somme de

fonctions définies sur R.

D’apres la question 1. (¢), h(z) € {—1,1} <= 2z € {—1,1}. Donc Vx € R\{—1,1},
h(z) €] — 1,1]. La fonction arcsin étant dérivable sur | — 1, 1[, la fonction arcsin(h)

est dérivable sur R\{—1, 1}, comme composée de fonctions dérivables.

La fonction arctan étant dérivable sur R, ‘ g est dérivable sur R\{—1,1} ‘, comme

somme de fonctions dérivables sur R\{—1, 1}.
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(b) Vz € R, —z € R et g(—x) = arcsin(h(—=x)) — 2arctan(—z) = —g(z), car les fonctions

h, arcsin et arctan sont impaires. Donc | g est impaire |.

(c¢) g(0) = arcsin(g(0)) — 2 arctan(0) = arcsin(0) — 2arctan(0) =0 —2 x 0 = 0.

g(1) = arcsin(g(1)) — 2 arctan(1) = arcsin (1) — 2 arctan(l) = g —2x % = 0.

9(V/3) = arcsin(g(v/3)) — 2arctan(v/3) = arcsin <\g§> — 2arctan(v/3). Donc
9(V3) =

Tooaxt=-L
3 373

1+ 22)2 (14 22)?

_ 2 4 _ p2)2
3.(a) Vo €R, h2(z) < 1 et /1—h2(z) = \/1 22° + :\/(1 2?)*

11—
Donc |Vz € R, /1 — h? (z z ,car 14+ 22 > 0.

1+x2

(b) Vo € R\{~1,1} :

() = W 2 _2(17x2)><1+x2_ 2
g = 1—-R2(z) 1422 (14222  [1-2? 1422

2 (1—a?) —2[1 — 27|

Donc |Vz € R\{_L 1}a g/(l‘) = (1 4 .’L'Q) ’1 _ .%'2‘

(c) Siz €] —1,1]alors 22 < 1, donc |1 — 2% =1 — 22 et ¢'(z) = 0.

Donc g est constante sur | — 1, 1[. De plus, g(0) = 0 = g(1) = g(—1) (g est impaire).

Finalement, ‘ g est nulle sur [—1, 1] ‘

(d) Six €]1,+oo[ alors 22 > 1, donc |1 — 22| = 2% — 1 et

4 (2? 1)

AT =1 = —4arctan’(z).

g'(x) =

Donc (g + 4arctan)’ = ¢’ 4+ 4 arctan” est nulle sur |1, 4o00[ et g + 4 arctan est

constante sur |1, +oo.

g(V/3) + 4arctan(v/3) = —g +4 x % =7 et g(1) +4arctan(l) =0+ 4 x % =

Finalement, g(z) + 4 arctan(z) = 7 sur [1, +o00], et
‘Va: € [1,+o0], g(x) = ™ — 4arctan(x) ‘
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(e) Siz €] —o0,—1] alors —z € [1,400[ et, comme g est impaire, on a :

g(x) = —g(—x) = —m + 4 arctan(—x).

Comme arctan est impaire,

Vz €] — 00, —1], g(x) = —7 — 4 arctan(x) ‘

4. Sur [1,+o00[, g = m — 4 arctan est décroissante car arctan est croissante et —4 < 0.

s
En 400, g(x) = m — 4 arctan(x) T 4 x 5 = 7 par opérations sur les limites.
T—r—+00

Comme g est impaire, de ce qui précede, on déduit I’allure du graphe de g :

—
6.67 | y

10

-6.67 |

1sur:1
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