PTSI

Correction du Devoir surveillé n° 2

€T
Exercice 1  On considere la fonction f: z +—— ( :c 1) :
"B J—

1. f(a:):exln(ﬁ). Siz>1lalorsz—1>0et — . > 0.

De plus, v : = +— est dérivable sur |1, +oo[, comme quotient de fonctions

€T —

dérivables. Donc x — zIn ( z 1) est définie et dérivable sur |1, +00[ comme produit

l‘ —
de fonctions dérivables.

Donc ‘ f est définie et dérivable sur U'intervalle |1, +oo[‘ et Vo > 1,

T 33—1—.5
) +xx<x;>] ()

f(z) = [1><1n<

r—1

_ [m <wf1> +ax (x:11)2 Y ‘"‘;1} ().

Donc | ¥z > 1, f’(x):[ln( z )— L ]f@).

r—1 r—1

2. (a) ¢ est dérivable sur |1, +oo[ comme somme de fonctions qui le sont et Va > 1,

~1 ~1 —(z—1)+=z 1

#(@) = =) @12 a@-1g done #(x) = 2(z — 1)2

> 0,

car z > 0 et (x —1)2 > 0. Donc ‘ ¢ est strictement croissante sur 'intervalle |1, +o0] ‘

x 1 x 1
(b) En+00ﬁ—qxjwlDonC w(x)-ln(x_1>—x_1xjm0,par

composition et opérations sur les limites.

© est strictement croissante sur |1, 400 et () - 0, donc ‘Vx > 1, o(x) <0 ‘
T—>+00

3. Vo > 1, fl(z) = p(z) f(z) <0 car p(z) <0et f(z) = ew(z51) 0.

Donc ‘ f est strictement décroissante sur l'intervalle |1, +o00| ‘

4. En 1 :

— 400 car z — 1 > 0. Donc | f(z) — 400, par composition et
Xr — 1 z—14 rz—14

opérations sur les limites.

In(1
5. (a) lim In(1 +v)
u—0 u

= 1.
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(b) xln( i >::Uln L xln<11>ln<1;>ln(l+u)en

r—1

1
posant u = —— — 0.
Tr r—+0o0

D’apres le résultat précédent, lim zlIn (
T—r—+00

x1>:1et lim f(z)=e|par

xr —

composition des limites.

6. La courbe C'y admet une asymptote d’équation z = 1 d’apres la question 4. et une

asymptote d’équation y = e en +oo d’apres la question 5.(b).

Exercice 2 Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3.

27 :
1. On pose #, = = et considere les points M;, d’affixes zj, = €% pour k € [[0, n— 1].
n

(a) La transformation du plan qui a pour écriture complexe 2’ = elfn 2 est

‘la rotation de centre O, d’angle 6,,.

(b) Pour tout k € [[0, n— 1]] , Zps1 = €972, donc le point My est Pimage du point M,
par la rotation de centre O, d’angle 0,,.
Or une rotation conserve les distances donc

My Mjy1 = My My o pour tout k € ﬂO,n — 3]].

Le polygone MyM; --- M, _1 est alors un ‘ polygone régulier. ‘
ikm ikm ikm ikm k
ekT (ekT — e_kT>’ = ‘ekT 2isin <7T>' =2
n
pour tout k € [0,n — 1] (formule de I’angle moitié).
k k
Or, pour tout k € ﬂO,n - 1]],—7r € [0, 7] donc sin <7r> >0et
n

n
k
MQMk = 2sin (ﬂ-)
n

(C) MOMk = ’eian — 1‘ =

(%)
sm | —
n

n—1 n—1
o (krw . (km .
(d) Sp, = MoM; + MogMs + - - MoM,,_1 = 2 E sin (n> =2 E sin (n) en ajoutant

k=1 k=0
0.
n—1 _in o
Sn:21mze”“7“:21m17f,mcare’%¢1
k=0 L—en
LT ‘k—;fﬂ
Or 1 ellw S 2 e? :
1—en en (—2isin (%)) S (%)
moym o
Donc S,, = 2s1n( 2"7r+ 2) — |25 (QW" = 2cotan (—)
sin %) sin (%)

Page 2/6 Lycée Jean Perrin Marseille



PTSI

2. 2" =%z z=0our"e” =re ¥ en posant z = re

i 2k
<:>'r”*1e1("+1)9:1(n23)<:>rzlet9—n i k€ [0,n]

i0

L’ensemble des solution est {eilflr ke [0,n] } U {0}

Exercice 3  Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé direct.

C\{-i} —C
On considere la fonction f : z—i
z — §
z+1

1. (a) Soit 2/ € C\ {1}, = Z;i,zeC\{—i}@z’(z—H):z—i,ze(C\{—i}<:>

iz +1)
1—2
L’application f réalise donc une bijection de C\ {—i} vers C\ {1} et
ft:B — C\{-i}
i(z+1)
1—2
(b) f(2) # —i< z# f~1(—i) = 1 donc I'ensemble de définition de I'application f o f est
CA\{L, -1}
f o f est également bijective, comme composée de 2 applications bijectives, de

C\ {1, =i} sur C\ {1, —i} car f(1) = —i

2(2/=1)=-i—i,ze C\{-i} & z= pour tout 2z’ € C\ {1}

z

z—1
2. "eU,7 41
(a) 2 o7 z+1i

=1<& |z —1i| = |z 41| Ce qui équivaut a dire que le point

M (z) appartient a la médiatrice du segment [FF] ou E(i) et F(—i) qui est I'axe des
abscisses. Donc | f~1(U\{1}) =

(b) De ce qui précede, on déduit que I'application fig : R — U\{1} est bien définie et

surjective. De plus, f est injective donc fig est aussi injective. Finalement,

Jfir est bijective|.

3. (a) f(z):zﬁg:z@z—i:z2+iz,z7é—i<:>22+(i—1)z+i:0,z7é—i

z+1
A=(—1)2—di=—6i=6"7% =6 & 6= +/6e 7
_ V2 V2
—1 JH[( )_ 14+ V3 —i(1+3)
Z1 = > — 5
V2 V2
—1_1_\/6<2_12> _1=-VB-i(1-vB)
Z9 = > — 5

‘ f admet exactement deux points invariants d’affixes z; et zs. ‘

(b) f(e*) €eiR & f(e*) = —f(eZ) et e® # —i

_im

Oref=—-i=¢e 2 @z:—%—FQikw,kEZ
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e* —i e +1i
?) €iR & =——=
fle) ei ef+i eF —1
& (e —i)(e® —1) = —(e® +1)(e* + 1)
&2t —1)=0se"—1=0en posant z =z + iy

@eleetz#—%—i—Qikw,kEZ

L’ ensemble des nombres complexes z tels que f(e?) € iR est

iR\ {—1; + 2ikm k€ Z}

Exercice 4

1. La fonction h est définie et dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables dont

le dénominateur ne s’annule pas.

2% (—
(@) Yo € R, 2 € R ot h(~2) = 12— = ~h(a). Do [ est mpaire]
(b) Vz eR:

h/(:L‘) _ 2(1+1‘2) —2-1'(21') _ 2(1—552) _ 2(1—.%)(1—1—33)
(14 22)? (14 22)? (14 22)?

9

qui est du signe de (1 —x) (1 +x) car 2> 0et 1+ 22 > 0.

2
h est une fraction rationnelle donc lim h(z) = lim —32: =0.
Tr—+00 r—+0o0o I
Comme h est impaire, lim h(z) =0
T—r—00
T —00 -1 1 400
W (z) - 0 + 0 -
0 1
-1 0
(c) Soit x € R.
2z 9 9
h(z)=1l= ——5=1 = r=1+2" = (2-1)"=0<=z=1
14+ 14240
Comme h est impaire, h(z) = —1 <= x = —1. Finalement,

‘l’unique antécédent de 1 par h est 1, et 'unique antécédent de —1 par h est —1|.

2. (a) Notons que g(z) = arcsin(h(x)) — 2 arctan(z).

D’apres la question 1. (b), la fonction A admet pour maximum 1 et pour minimum
—1. Donc Vz € R, h(z) € [-1,1]. La fonction arcsin étant définie sur [—1,1], la

fonction arcsin(h) est définie sur R.
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3. (a)

(b)

‘, comme somme de

fonctions définies sur R.

D’apres la question 1. (¢), h(z) € {—1,1} <= 2z € {—1,1}. Donc Vo € R\{-1,1},
h(z) €] —1,1]. La fonction arcsin étant dérivable sur | — 1, 1], la fonction arcsin(h)

est dérivable sur R\{—1, 1}, comme composée de fonctions dérivables.

La fonction arctan étant dérivable sur R, ‘ g est dérivable sur R\{—1,1} ‘, comme

somme de fonctions dérivables sur R\{—1, 1}.

Ve € R, —z € R et g(—x) = arcsin(h(—z)) — 2arctan(—x) = —g(x), car les fonctions

h, arcsin et arctan sont impaires. Donc | g est impaire |.

9(0) = arcsin(g(0)) — 2 arctan(0) = arcsin(0) — 2arctan(0) =0 — 2 x 0 = 0.

g(1) = arcsin(g(1)) — 2arctan(1l) = arcsin (1) — 2arctan(l) = g —2x g = 0.

g(V/3) = arcsin(g(v/3)) — 2arctan(v/3) = arcsin <\g§> — 2arctan(v/3). Donc
9(V3) =

Tooxt=-L
3 3 3

Vz eR, h2(z) < 1et /1—R2(z \/1_2“72“54:\/(1_“72)2.

1+ x2)? (14 22)?

-
Donc |[Vz € R, /1 — h?(z x> ,car 1+ 22 > 0.

1—}-372

Yz € R\{-1,1} :

B (z) 2 2(1-2%) 1422 2

"(z) = — = X - :
91@) 1-h2(z) 1422 (14227 [1-2?] 1422

2 (1—a?) —2[1 — 27|

Donc |Vx € R\{_la 1}7 g/(x) = (1 + xz) ’1 — x2|

Siz €] —1,1]alors 22 < 1, donc |1 — 22| =1 — 22 et ¢'(x) = 0.

Donc g est constante sur | — 1, 1[. De plus, g(0) = 0 = g(1) = g(—1) (g est impaire).

Finalement, ‘ g est nulle sur [—1, 1] ‘

Si  €]1,+o0[ alors #2 > 1, donc |1 — 2%| = 2% — 1 et

—4 (z* - 1)
(14 22) (22 -1)

d(x) = = —4arctan’(z).
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Donc (g + 4 arctan)’ = ¢’ + 4 arctan’” est nulle sur |1, +oo[ et g + 4 arctan est

constante sur |1, +o0.

™

g(V/3) + darctan(v/3) = 3

+4X%:ﬂetg(1)+4arctan(1):0—|—4xZ:ﬂ.

Finalement, g(z) + 4 arctan(z) = 7 sur [1, 00|, et

’Vﬂs € [1,4o00], g(x) = m — 4arctan(z) ‘

(e) Six €] — 00, —1] alors —x € [1,4+00] et, comme g est impaire, on a :

g(z) = —g(—z) = —7 + 4darctan(—z).

Comme arctan est impaire,

Va €] — 00, —1], g(z) = —7 — 4 arctan(z) ‘

4. Sur [1,+o0[, g = m — 4 arctan est décroissante car arctan est croissante et —4 < 0.

7r . .
En 400, g(x) = m — 4 arctan(x) T 4 x 5 =~ par opérations sur les limites.
T—r+00

Comme g est impaire, de ce qui précede, on déduit I’allure du graphe de g :

—
6.67 | v

10

6.67 |

1sur:1
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