PTSI1 Chapitre 06

Primitives

Dans ce chapitre K désigne R ou C, I un intervalle de R et f : I — K une fonction.

1 Primitives et intégrales d’une fonction continue

1.1 Primitives d’une fonction sur un intervalle

Définition 1. Une fonction F': I — K est une primitive de f sur I si F est dérivable sur [

et Veel, F'(z) = f(z).

Théoréme 1. Soit f admettant une primitive F' sur I.

1. Les primitives de f sur I sont les fonctions z — F'(z)+ C, ou C € K est une constante.

2. Si (zg,y0) € I x K alors f admet une unique primitive sur I prenant la valeur yy en .

Exemple 1. Déterminer la primitive de f : z — 23 — 22 + 5 sur R qui s’annule en 1.

Notation Dans la pratique, on note / f(x)dz une primitive quelconque de f sur I.

primitives usuelles intervalle I de validité
xOH-l
/xadx =251 sia € R\{—1} | Rsi a € N, R* ou R* siae€Z*, R} sinon
o
1
/—dlen(\x!) R* ou R%
x
eam
‘wd:ﬂ——mae(c* R
/ln de =zln(z) —z R%
/5111 = —cos(x) R
/Cos(x)dx = sin(x) R
/tan(m)dx = —In(| cos(x)|) |-7/2+ kr,m/2+kn[,ouk €Z
/ L4z = arctan(a) R
[ 2% = arctan(z
| e = arcsin(a) - 11
———=dx = arcsin(z -1,
V1—a?
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1.2 Lien entre primitives et intégrales d’une fonction continue

b
Rappel Si f est continue et positive sur un intervalle [a, b] alors f(x)dz est la valeur de

a
I'aire, en unités d’aire, du domaine délimité par €, I'axe (Ox) et les droites d’équations x = a

b
etx:bet/ f(z)dx > 0.

Théoréme 2. Théoréme fondamental du calcul intégral Si f est continue sur I, et sia € I.
x
alors F': x — / f(t)dt est une primitive de f sur I.
a

Elle vérifie F'(a) = 0. F est dérivable sur I et Vz € I, F'(z) = f(x).

el —1
t2

xX
Exemple 2. Montrer que F': z — / dt est définie, dérivable et croissante sur R* .
1

Corollaire 1. Si f est continue sur [ alors f admet des primitives sur I.

De plus, si F' est une primitive quelconque de f sur I, alors

b
V(a,b) € I?, / f@)dz = [F(2)]’ = F(b) — F(a).

b b b
Remarque Le résultat ne dépendant pas de z : / f(z)dx = / ft)ydt = / fu)du=...

V3. 9 L
Exemple 3. Calculer les intégrales suivantes : / mdx / elldt.
0 X

—Tr

2 Techniques de calcul de primitives ou d’intégrales

2.1 Utiliser la linéarité de ’intégrale ou la relation de Chasles

Propriété 1. Soient f et g des fonctions continues sur un intervalle I et (a,b,c) € I3.

b b b
1. Y(a,B) € K2, / (af(z) + Bg(x))dx = a/ f(x)dx+ﬁ/ g(z)dx  Linéarité

a

2. /ab f(z)dx + /bcf(m)dx = /: f(z)dx Relation de Chasles.

2 1
1
Exemple 4. Calculer les intégrales suivantes : / el*ldz / T —dx
-1 0 €
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2.2 Reconnaitre la dérivée d’une fonction composée

Propriété 2. Soit f continue sur un intervalle J, de primitive F sur J.
Si u est dérivable sur I, si v’ est continue sur [ et si u(I) C J alors

G :x — F(u(zx)) est une primitive de ¢ : z — /() f(u(z)) sur I.

Exemple 5. Déterminer les primitives de g sur I :

2z

8) gla) = —— et =] = 1,1 b) g(x):ﬁeu:m.

1
Cas particuliers Si Vo € I, ax + b € J, alors /f(ax +b)dx = —F(ax + b).
a

formules usuelles conditions de validité
/ @ (u(w))CH*l 3 s ) 4 *
u'(z)(u(x))*de = a4 Se € R\{—-1} | u>0sia €R\Z, une s’annule pas si o € Z*
!
[z = m(u(@)) amnle pas sur 1
x = In(|u(zx u ne s’annule pas sur
u(z) P

/u'(w) cos(u(z))dx = sin(u(x))

/u'(x) tan(u(x))dz = — In(| cos(u(x))|) u(l) C|—m/2+ km,7n/2 + kn[,on k € Z

/ %dx = arctan(u(x))

=dx = arcsin(u(x)) u(l) C]—1,1]

V1 = (u(@))

2.3 Intégration par parties

Définition 2. Une fonction u est dite de classe € sur I si u est dérivable sur I et u’ est

continue sur 1.
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Théoréme 3. I.P.P. Si u et v sont deux fonctions de classe € sur [a, b]

b b
alors/ u’(m)v(m)dx:[u(x)v(x)]i—/ u(x)v' (z)dx.

Remarque Si u et v sont de classe € sur I, alors /u'(x)v(x)dx = u(x)v(z) — /u(m)v'(m)dx.

1
Exemple 6. Calculer / arctan(z)dzx et / t2etdt.
0

2.4 Intégration par changement de variable

Théoréme 4. Changement de variable Soit f continue sur un intervalle J.

Si ¢ est une fonction de classe ¢! sur I telle que ¢(I) C J alors Y(a,b) € I?,

#(b) b
/ f(@)de = / F(8(6)d (t)dt.
é(a) a

Dans ce cas, on dit que 'on a effectué le changement de variable x = ¢(t).

1
Exemple 7. Calculer / V1 —22dz a l'aide du changement de variable x = sin(t).
0

Remarque : Si f est continue sur J et ¢ : I — J est de classe €' et bijective, alors
/ f(z)de = / FO) ()t on Y(t,z) € T x J, o = §(t) == t = ¢~ (x).
Exemple 8. Déterminer / sin?(z) cos®(z)dx & l'aide du changement de variable t = sin(z).

Application : Cas des fonctions paires, impaires ou périodiques :

a a
1. si f est continue sur [—a,a] et paire alors f(z)dx = 2/ f(z)dx;
—a 0
a
2. si f est continue sur [—a, a] et impaire alors f(z)dx =0;
—a

3. si f est continue sur R et T'—périodique alors /

a

a+T T
f(x)dx:/o f(x)dz.

2T
Exemple 9. Calculer / sin®(t)dt.
0
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3 Quelques exemples de calculs de primitives ou d’intégrales

3.1 Fonctions du type = — cos”(z)sin™(x), ou n et m sont des entiers naturels
On linéarise en utilisant des formules de trigonométrie et/ou les formules d’Euler.

Exemple 10. Calculer/ sin?(t) cos?(t)dt.
0

3.2 Fonctions du type = — P(x)eaz, ou P est une fonction polynéme

On peut effectuer des IPP successives en dérivant P. On peut aussi chercher une primitive de

la forme x — Q(x)e™, ou @ est un polynoéme de méme degré que P, par identification.

Exemple 11. Déterminer les primitives de f : z + (2% + 2)e®.

3.3 Fonctions du type = — e cos(bx) ou x — e**sin(bx), ou a et b sont des réels

On écrit que /e“x cos(bxr)dx = Re </ e(‘”rib)xdx) et /e“x sin(bz)dz = Im </ e(“Hb)xdx).

Exemple 12. Déterminer les primitives de f : x > ¢* sin(3z).

1
3.4 Fonctions rationnelles du type 1 — ———,oua € R* et b,c € R
ar® + bxr + ¢
1
[ ] Sl A= b2 — 4ac = O7 on écrit f(x) = m
E le 13. Déterminer 1 imitives de f : x — L
xem . rminer rimiti : o T —
emple éte er les p vesde f:x 322 7 62 1 3
1 A B
Si A = b* — dac > 0, on écrit = = .
o Si ac > 0, on écrit f(x) Y e Py x—a+x—ﬁ
. . o 1
Exemple 14. Déterminer les primitives de f:x+— ———.
22— 6z +5
1 1 1/8
e Si A =b? — 4ac < 0, on écrit f(z) = =————-— ouf#0.
W= e —ar+ 7] " a8 (%)QH
E le 15. Déterminer 1 imitives de f : x — !
emple 15. 3 3 : _—.
xemp éterminer les primitives de f : & +— — T
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