PTSI

Samedi 31 janvier 2026

Correction du devoir surveillé n° 4

)

2. Aurang 0,A° = I, = 0 x A+ 1 x Iy donc la propriété est vraie au rang 0 en posant
’ag:Oet b():l.‘

Exercice 1 Partie A On considere la matrice A = (

NI— Wl
[N

1. A2 = % 8 donc A2:§A+lfg
% % 6 6

Supposons qu’a un rang n, A" = ap A + b,l>. On a alors
5 1 5
A = AT X A= an A2 4 by A = an(CA+ ZI) 4 buA = (Can +b)A+ %”12 et on

obtient I'existence de deux réels a,41 et b, tels que A" =aq, 1A+ bpt112.

On a démontré par récurrence que |Vn € N, 3 (an,b,) € R? tels que A" = a, A + b, L.

5) a
3. D’apres la question précédente on a a,1 = éa” + by, et bpy1 = Fn d’ou

5 a . ) o , .
Uni2 = —any1 + —. La suite (a,) est alors récurrente linéaire d’ordre 2. Son équation

6 6

2

caractéristique x* — —x — — a pour racine évidente 1 et I'autre racine vaut ~5 en

6 6
utilisant le produit des racines.

1\" B
On obtient an:A—I—B<—6> avecaon:A—l—Betalzle—Edonc

1 n
Or lim (6) = 0 donc | (A™) converge vers (

W ~Jlw
e e
N———

Partie B

On consideére les matrices B = et J =

S O N
S NI N
= N= O
o O O
o o =
_ = O

0 1
0 1| etJ?=J2 donc|JF=J? pour tout k > 2
0 1
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3.

Les matrices J et Is commutent, on peut appliquer la formule du binéme de Newton :

1 I
B" = Q—n(J +1I3)" = 272 ( " ) Jklg_k. On isole dans cette somme les termes k = 0
k=0
et k=1 et pour k£ > 2 on utilise JE = J2. On obtient

B”:;n(fg-l-nq]%—JQZ(:)) OrZ(Z)zQ”doncZ(Z):T—n—l
k=2

k=2 k=0
et | B" = 2% (Is +nJ + (2" —n — 1)J?) pour tout n € N
2% z 1= ”2",: 1 n n+1
.B"=10 2% 1—2% etngﬁlwﬁ:ngglmﬁ:nliﬁlm o = 0 donc
0 0 1

la suite (B™) converge vers J.

Exercice 2  On considere la fonction f définie par f(x) = rehs

. x> Inx est définie sur R’} et s’annule en 1, la fonction exponentielle est définie sur R

donc f est définie sur | Dy =0, 1[U]1, 00|

x — Inzx est €' sur R* et s’annule en 1, la fonction exponentielle est ¢ 1 sur R donc f

est est de classe €1 sur D -

1
flz) = e* 4+ zu'e avec u = 1 et u' = — e 1
nr In? 2z z1n?z
1 1
)= (1-— ehs
f'(@) ( In? x)
. . 1 . 1 - .
.EnO0": lim Inz = —oo donc lim — =0et lim emz = 1 par composition puis
z—0t z—0t InxT z—0t
lim f(z) = 0| par produit.
z—0t
. _ : 1 : 1 o .
Enl1™: lim Inx =0 donc lim — = —oo et lim ez = 0 par composition puis
z—1— z—1—- Inx z—0t
lim f(xz) = 0| par produit.
rz—1~
1
En 1t : lim Inz =0" donc lim — = 400 et lim ems = 400 par composition puis
z—1+ z—1+ Inx r—1+
lim f(x) = +oo|par produit.
r—1t
En 400: lim Inx=+4ocodonc lim — =0et lim ems = 1 par composition puis
Z—+00 rx——+oo lnx T——+00
lim f(x) = +oo| par produit.
r—r+00
In?z—1
f(x) = WZa emz est du signe de In?z — 1 :
n°x

n“—1>0ehme>loulhez<—-1ler>eouxr <e !t
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T 0 e ! 1 e +00
() + 0 — - 0 +
e 2 —+o0 —+00
f(z) / \ \ /
0 0 e?

fleh) =ele7t =e 2 et fle) = ece =e?

6. lim+ f(x) = +o0 donc ‘la fonction f n’est pas prolongeable par continuité en 1.
z—1

7. On note f le prolongement par continuité de la fonction f sur [0, 1].

(a) lim f(z)=0et lim f(z)= 0 donc la fonction f est prolongeable par continuité
z—1-

sur [0, 1] en posant

f(z),z €]0,1]
fl@y=4 0,2=1
0,z=0
\
5o\ _ (0 ] ]
(b) J) = JO) _ ems — 1donc| f est dérivable en 0% et f(0)=1
x z—0t
(c) xl_i>%1+ L 0 et xl—i>%1+ ems =1 par composition puis xli%h f'(z) = 1| par produit

donc f’ est continue en 0.

1 1 1 1
f'(z) = emz — ——ems En posant X = — — —o0, ——ehz = X%* — 0

) In“z Inz z—1- In“x X——o0
par croissance comparée.

1

1 ~
Or lim ems = 0 par composition puis | lim f/(x) = 0| par somme donc f est
r—1— rz—1-

dérivable en 1~ par le théoreme de la limite de la dérivée et f’ est continue en 1~

Finalement | f est de classe € sur [0, 1]

T
1+e®

Exercice 3  f(z) =

I. Etude d’une fonction auxiliaire : g:z—14+e*—x.

1. lim e ® =400 donc| lim g(z)= 4o0| par opérations sur les limites.
T——00 Tr——00
lim e¥ =0donc| lim g(z)= —o0|, par opérations sur les limites.
r—r+00 r—r+00

2. g est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables sur R, et Vo € R :

g(x)=—-e"—1<0care ™ >0.
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3.

On en déduit que g est continue et strictement décroissante sur R. lim g¢(z) = 400 et
Tr—r—00

lim g(z) = —oo donc, d’apres le théoréme de la bijection monotone :
r—r—+00

’ g réalise une bijection de R sur U'intervalle g(R) = R ‘

Comme g réalise une bijection de R sur R, 0 admet un unique antécédent par g :

’il existe un unique réel « vérifiant g(a) = 0 ‘

Le nombre a vérifie l + e —a=0<«<=a=1+e"* Donca >1,care ® > 0. La

fonction = — e~ étant strictement décroissante sur R, on en déduit que e™® < e 1.

Finalement, on a bien |1 < a < 1 4e7!

II. Approximationde o : h:x+— 1+e % agp=1 et ap41 = h(a,) pour tout n € N.

1.

Soit z e R.Ona: hx)=r<=l+e == 1+e?—2=0<=g(zx)=0.

D’apres la question I. 3. « est I'unique solution de ’équation g(x) = 0.

Donc |« est bien 'unique solution de ’équation h(z) = x ‘

La fonction A est dérivable sur R comme somme de fonctions qui le sont. De plus,

Ve >1:
h'(x) = —e T et |[W(z)] =e® <e ! care @ >0 et x> e est décroissante sur R.

D’apres I'inégalité des accroissements finis, Vo, 2’ > 1, |h(x) — h(z')| < e |z — 2|

h(a) =a >1,donc |Vz > 1, |h(z)—a|<e Yz —all|

Montrons par récurrence que la propriété &, : "a, > 1 et |a, — a| < e~ (1) ost vraie

pour tout n € N.

—ap=1let|ag—al=[1—-a]<elcarl <a<1l+e ! (dapres la question 1.3.).

On en déduit que &, est vraie.

— Supposons que &, est vraie pour un entier n € N (HR), et montrons que &, est

vraie.

an+1 = h(ay) =14+e% > 1 car e” % > (.

D’apres la question II. 2., comme a,, > 1 (par (HR)), on a :
|ant1 — al = |h(an) — af < e7Hay, —al.

Par (HR), |a, — o < e (™Y donc |a,11 — o <e 2 care™! > 0.

Ainsi, ’hérédité est vérifiée.
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— Par récurrence, nous avons montré que |¥n € N, a, > 1 et |a, — a| < e D |

lim e ™) =0 et VneN, |a, — af <e (D),
n—+oo

D’apres le théoreme des gendarmes,

la suite (ay) converge vers « ‘

De plus, comme la fonction exponentielle est croissante, |a, — a| < 1073 si

e~ <1078 «= —(n+ 1) < —3In(10) <= n > 31n(10) — 1.

31In(10) — 1 < 5.93, donc ‘ ag est une valeur approchée o & 1073 pres ‘

I1I. Etude de la fonction f:

1.

Vr e R, 1+¢e” > 0. Donc ‘ f est de classe €°° sur R |, comme quotient de fonctions qui

le sont, dont le dénominateur ne s’annule pas.

lim e* =0donc| lim f(x)= —oo|, par opérations sur les limites.
Tr—r—00 T——00
x . x . ) .
flx)=— avec lim — =0, par croissance comparée et lim =1
e?l+e® z—+o0 e¥ z—+oo 1 e %

Donc| lim f(z) = 0| par produit.

T—+00

1 T onT T
Vo e R, f/(x) = ?—16_’_ w)x; = (ff(i)ﬁ’ qui s’annule ssi g(z) s’annule, car e* > 0.
e e

D’apres 1. 3., ‘a est I'unique solution de 'équation f/(z) =0 ‘

1 o 1 a
De plus, « =14+ e~% donc f(a) = o _1fe =e *x te =e

S lder 14e 1+ e
Donc | f(a) =ax — 1|,

—

. Vo €R, e >0et (1+e%)? >0, donc f/(z) est du signe de g(z). D’apres L. 2., la

fonction g est continue, strictement décroissante et s’annule en «, d’ou :

x —00 « +00
f'(=) + 0 -
a—1

D’aprés ce tableau de variation, f admet un unique extremum local qui est f(«), et qui

est un maximum global.
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5.

6.

1

FO)=0et f(0) =3

On en déduit que la courbe représentative de f admet pour tangente en 0 la droite

To: y=

|8

1—¢”
De ph,IS, f m

négatif car 1 —e®* >0 & a2 < 0.

—

x) — g =z qui est du signe de x(1 — e*) sur R donc toujours

Donc ‘ la courbe de f se situe toujours en dessous de sa tangente Ty ‘

T —xe®

V$<0,f((lf)—l'=1+ex x:].—i-exa::)oo

oprations sur les limites.

0, par croissances comparées et

Donc

‘la droite A d’équation y = x est asymptote a la courbe représentative de f en —oo ‘

De plus f(x) — z est du signe de —x car e* > 0.

Donc

‘La courbe de f est au dessus de son asymptote A sur | — 0o, 0] et en dessous sur |0, +oo[|.

1 I U:‘L‘/Q

y = filx)

0:5

-1

-2
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T
IV. Etude d’une primitive On considere la fonction F : z / f(t)dt.
0

1. f est continue sur Ry. D’apres le théoreme fondamental du calcul intégral, F est

I'unique primitive de f sur Ry, qui s’annule en 0. Donc ‘F est bien définie sur R |

t t
< — (car t > 0).

¢ —
VteRy, 1+t >e >0,doncf(t)—1+et_g

xX
Par croissance de l'intégrale, on a : |Vo € Ry, F(z) < / tetdt|.
0

2. Soit x € Ry fixé. On pose u(t) =t et v(t) = —e~'. Les fonctions u et v sont de classe €*

sur Ry et, par intégration par parties, on a :

X xT
/ te~tdt = [—te_t]g +/ e ldt=—ze*—e*4+1<1,care®>0etx>0.
0 0

Donc ‘ F' est majorée par 1 sur R ‘

De plus, F' = f > 0 sur R;. Donc F est croissante et majorée sur R,. D’apres le
p + +

théoreme de la limite monotone, ‘F admet une limite finie £ en 400 |.
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