PTSI1

Devoir maison n° 15
A rendre le jeudi 5 mars 2026

Exercice 1 Pour tout = # km, k € Z, on note cotan (x) =

On considére, pour tout entier naturel n > 1, le polynéme @, (X) = (X +1)" — (X —1)™.

1. (a) Donner le degré et le coefficient dominant de @,.
(b) Déterminer les racines du polynéme @,,.

(c) Vérifier que ces racines sont simples, et en déduire la factorisation de @,, dans C[X].

L 2n+1
2. On considére le polynome P, (X) =) ( o Xk n> 1
k=0

a) Montrer que 2P, (X?) = Qon11(X).
) En déduire les racines de P, et vérifier qu’elles sont simples.

b
(c) Calculer la somme des racines de P,.

. k 2n — 1
(d) En déduire que Z:cotam2 < il ) = n(2n —1)

P 2n+1 3
3. (a) Montrer que, Vz €]0, g[, sinz < x < tanzx
1
(b) En déduire que, Vz €]0, g[, cotan ?z < — < 1+ cotan?z
x

1 "1
(¢c) En déduire un encadrement de 72 pour k > 1, puis la valeur de la limite de Z 72
k=1

L’espace est rapporté a un repere orthonormé (O; i, f, E)
Exercice 2 Pour tout m € R, on définit ’ensemble P,, par son équation cartésienne
(4 +mPz+ (4 —m?)y —4mz =m + 8.

1 -
On note 2 le point de coordonnées (0; 1; —1) et D la droite passant par () et dirigée par i.

1. Justifier que, pour tout m € R, I’ensemble P,, est un plan.

2. Soit €2, le point de la droite D dont la premiere coordonnée vaut x.
|z — 1]

V2

1
3. Déterminer toutes les spheres de rayon ﬁ, dont le centre appartient a D et telles que,

pour tout m € R, P, soit tangent & ces spheres.

Montrer que la distance entre €2, et P, est égale a

On notera 57 celle dont le centre a la premiere coordonnée la plus petite. Déterminer le

centre et une équation cartésienne de S7.
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Exercice 3 On considere le plan P d’équation z + 2y — 2 + 1 = 0, P’ le plan de vecteurs
1 —2
directeurs @ | 1| et ¥ | 0 | passant par le point A(2;0;0).
0 1

1. Montrer que 'intersection D des plan P et P’ est une droite dont on donnera une
représentation paramétrique.
2. Pour tout réel m, on note P, I’ensemble des points de I’espace dont les coordonnées

vérifient I'équation (1 +m)x + (2 —m)y + (—14+2m)z+1—2m = 0.

a) Justifier que, pour tout réel m, I’ensemble P,, est un plan.

(a)

(b) Montrer que la droite D est incluse dans P, pour tout réel m.

(¢) En déduire un vecteur directeur de P, puis en déterminer un autre.
)

(d) Existe-t-il un plan P,, qui soit perpendiculaire au plan P 7
3. On considere I'ensemble S des points M (x;y; z) vérifiant 22 + y? + 22 + 22 — 4y = 0.
(a) Déterminer la nature de I’ensemble S.
(b) Montrer que C'= P1 N S est un cercle dont on précisera le centre et le rayon 7.
2

(¢) Apres avoir vérifié que O € C, déterminer un systéme d’équations cartésiennes de la

droite tangente au cercle C' en O.
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