Lundi 26 février 2024

Fiche de cours complétée Espaces vectoriels
On considere E un K espace vectoriel et F = {e;,1 < ¢ < n} une famille de vecteurs de E.

1) Soit G un sous ensemble de E. G est un sous espace vectoriel de E si (2 méthodes)
e G # (). En particulier 0 € G et Yu,v € G,VA e K,u+ \v € G

e G = Vect (---) ce qui permet de trouver une base et la dimension de G

2) F est une famille libre de E si pour tout (A1, A2,..., \y) € K?,

Aer+Xxes+ ...+ e, =0p= X\ =X=...= ), =0.

3) F est une famille génératrice de E si £ =Vect(ey, ..., ey) :

Vu€ B, I, M) €K u=> Aey
k=1

4) F est une base de E si F est une famille libre et génératrice de E

i.e tout vecteur v de E s’écrit de maniere unique comme combinaison linéaire de eq, ..., e, :
n
n
Vue E, INz1,...,2,) € K", u= E Ti€;.
i=1
Dans ce cas, on dit que (x1,...,x,) sont les coordonnées (composantes) de u dans la base F.

5) Bases canoniques
ede K" : = (e1,...,en),e;=1(0,...,0,1,0...,0) € K", ou 1 est sa iéme composante.
o de K,[X]: Z=(1,X,...,X")

o de M, p(K) : B = (E;j;)1<i<n, Fij matrice de coefficients tous nuls sauf celui de la ligne 7 et
1<j<p
colonne j qui vaut 1.

6) Le rang de F est défini par : rg (F) = dim (Vect{e;, 1 < i < n})
On considere F' et G deux sev de E.

7) On dit que F et G sont en somme directe si Yw € '+ G, J(u,v) € FF x G, w=u+wv.

ssi FNG ={0g}.

8) On dit que F et G sont supplémentaires dans E si Vw € E, I (u,v) € F x G, w =u+ v.
ssiE=F®&Gcad E=F+Get FNG ={0g}

9) Cas ou E est de dimension finie
e Formule de Grassmann dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G)

e E=F &G ssi FNG = {0z} et dim(F) + dim(G) = dim(E).
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