PTSI1 Chapitre 07

Equations différentielles linéaires

Dans ce chapitre K désigne R ou C et I un intervalle de R.

1 Equations linéaires d’ordre 1

1.1 Définition et solution générale

Définition 1. Soient a,b : I — K deux fonctions continues sur I données.
On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 1 une équation de la forme
(E) : ¢ +a(x)y=0b(x), ouy:I+— Kestune fonction dérivable inconnue.

On appelle équation homogene associée & (E) I'équation différentielle (Ep) : y' + a(z)y = 0.

Théoréme 1. Soit I'équation homogene (Fy) : ¢y + a(x)y =0, o a : I — K est continue.
y est solution de (Ep) sur I ssiy est de la forme y : z — Ce=Al),

ou C € K est une constante et A une primitive de a sur I.

Exemple 1. Résoudre a) ¢y +2y =0 b))y +2y=0 c¢) cos(t)y + 2sin(t)y = 0.

Propriété 1. Soit I'équation différentielle (E) : 3y 4+ a(z)y = b(z) et (Fy) : ¥ + a(z)y = 0.
Si elle existe, on note ¥, une solution particuliere de (E).

y est solution de (F) sur I ssi y =y, + yu, ot yy est une solution de (Ey) sur I.

Exemple 2. Résoudre a) ¢/ +2y =1 b))y +ay=a3+3z c) cos(t)y + 2sin(t)y = 3 sin(2t).
2

1.2 Recherche d’une solution particuliere

Propriété 2. Méthode de la variation de la constante (MVC)
Soit I'équation différentielle (E) : ¢ + a(x)y = b(z).

(E) admet une solution particuliere de la forme y, = Ce 4,
ou A : I — K est une primitive de a sur [

et C: I — K est une fonction dérivable sur I vérifiant C’ = be?.
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Exemple 3. Résoudre zy’ +y = xe”.

Théoréme 2. et définition Soit I’équation différentielle (E) : ¢’ + a(x)y = b(x).
Sizg € I et yp € K alors il existe une unique solution y de (F) sur I vérifiant y(z) = yo.

y(wo) = Yo

. admet une unique solution sur I.
y' +a(x)y = b(x)

Ainsi le probleme de Cauchy {

y(1) =2

Exemple 4. Résoudre le probleme de Cauchy .
zy +y = xe®

Propriété 3. Principe de superposition Soient by,bs : I — K des fonctions continues sur I.
Si yp est solution de (F1) : ¢ + a(x)y = b1 (z) et y2 de (E2) : ¢ + a(x)y = ba(x),

alors y1 + y2 est solution de (E) : v’ + a(z)y = b1(z) + ba(x).

Exemple 5. Résoudre I'équation différentielle ¢’ + y = sin(t) + 3 cos(2t).

2 Equations linéaires d’ordre 2 a coefficients constants

2.1 Définition et solution générale

Définition 2. Soient a,b € K et f : I — K une fonction continue sur I.
On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants une équation de
la forme (F) : ¢ + ay’ + by = f(x), ot y : I — K est une fonction inconnue.

L’équation homogeéne associée a (E) est I'équation différentielle (Ex) : y” + ay’ + by = 0.

Exemple 6. Soit I’équation différentielle (Ep):y” +2y +2y =0 et ¢:t+s e 'cos <t — %)
1. Montrer que ¢ est une solution particuliere de 1’équation (Ef) sur Ry.

2. Montrer que ¢ est bornée sur Ry et déterminer sa limite lorsque t — +o0.
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Théoréme 3. et définition Soit I’équation homogene (Eg) : ¢y’ + ay’ + by =0, ot a,b € C.
On appelle équation caractéristique de (Ey), 'équation (E.) : 7% +ar +b=0, our € C.
Notant A son discriminant, on a :

o si A #0, (E.) admet deux racines complexes 71 et 72 et les solutions de (Ex)

sont les fonctions 1y : xz +— Cre™* + (Cee™* ou Cp,Cy € C sont des constantes.

e si A =0, (E.) admet une racine complexe double r( et les solutions de (Eg)

sont les fonctions y : z — (Crx 4+ Cy)e™?, ou C1,Cs € C sont des constantes.

Exemple 7. Résoudre dans C : a) 3" —2iy' —y=0 b) ¢ +w?y=0, ot w e R* est fixé.

Corollaire 1. Cas réel Soit I’équation homogene (Fr) : y” + ay’ + by =0, o a,b € R.

e si A >0, (E.) admet deux racines réelles r; et ra et les solutions réelles de (Epr)

sont les fonctions ¥y : x — C1e"* 4+ (™%, ou C1,Cy € R sont des constantes réelles

e si A =0, (E.) admet une racine réelle double ry et les solutions réelles de (Ep)

sont les fonctions y : z — (Crz + C3)e™* ou C1,Cs € R sont des constantes réelles
esi A <0, (E,) admet deux racines complexes conjuguées o + i3, avec (o, 3) € R?

et les solutions réelles de (Efr) sont les fonctions y : x — e (C} cos(Bz) + Caysin(fz)),

ou C1,C5 € R sont des constantes réelles.

Exemple 8. Résoudre dans R : a) 4’ +2y +2y=0 b) ¢’ —w?y =0, ot w € R* est fixé.

Propriété 4. Soit ’équation différentielle (E) vy + ay’ + by = f(x) et (Eg) : y" +ay’ + by = 0.
Si elle existe, on note ¥, une solution particuliere de (E).

y est solution de (E) sur I ssi y =y, + yu, ot yy est une solution de (Ey) sur I.

Exemple 9. Résoudre 3" + 2y + 2y =t.

2.2 Recherche d’une solution particuliére de y" + ay’ + by = f(x)
Cas ot1 f(z) = ce™, avec (a,b,c,\) € K* :

On cherche une solution particuliere sous la forme

Y, T ae™ si A n’est pas racine de équation caractéristique (E.)

Ax

oy, : = — axe™”, si A est racine simple de (E,)
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ey, : +— az’e si \ est racine double de (E,).
Exemple 10. Résoudre : a) 3’ — 3y’ +2y =e?  b) y" — 4diy/ — 4y = et

Cas ou1 f(x) = ccos(wz) ou f(x) = csin(wz), avec (a,b,c,w) € R* :
On cherche une solution particuliere sous la forme
oy, : = — acos(wx) + fsin(wx), si iw n’est pas racine de I'équation caractéristique (E,)

e y, : = — axcos(wzx) + frsin(wz), si iw est racine simple de (E;).

Exemple 11. Résoudre : a) y” + 2y +2y =cos(t); b) y’ +w?y = sin(wt), ot w € R¥.

Théoréme 4. Soit (E) I’équation différentielle y" + ay’ + by = f(z).
y(zo) = Yo
Sizg € I et (yo,y1) € K? alors le probleme de Cauchy v (z0) = 11
y' +ay + by = f(x)

admet une unique solution sur I.

y(0) =1
Exemple 12. Résoudre le probléeme de Cauchy y'(0)=0

y" 4+ 2y + 2y = cos(t)

Propriété 5. Principe de superposition Soient f1, fo : I — K des fonctions continues sur I.
Si y; est solution de (E1) : " + ay’ + by = fi(z) et y2 de (E3) : ¥’ + ay’ + by = fa(x),

alors y1 + y2 est solution de (E) : v 4+ ay’ + by = f1(x) + fo(z).

Exemple 13. Résoudre y” + 2y’ + 2y =t + cos(t).
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