PTSI1

Correction du devoir maison n° 18

vzl +1

r—1

v ] est dérivable sur R\{1} (fonction rationnelle définie sur R\{1}).

Exercice 1 flx) =

1. La fonction z —

La fonction x — v/x2 + 1 est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables
(car Vz € R, 22 + 1 > 0).

La fonction f est donc dérivable sur R\{1} comme produit de fonctions qui le sont, et

Vz € R\{1} :

-1 T 2x

! = —— X 241 X

f(z) 17 z2 + +x—1 N
3 =222 -1

EEE N

qui est du signe de p(z) = 2% — 222 — 1 car (z — 1)2v/22 + 1 > 0 sur R\{1}.

@ est dérivable sur R (fonction polynéme), et Vo € R, ¢/(x) = 322 — 42 = x(3x — 4).

Comme ¢(x) o 23, on obtient le tableau de variation de ¢ :
oo
x| —oo 0 : +00
o' (x) + 0 - 0 +
-1 +oo
o) | T
- 27

D’apres ce tableau de variation, ¢ < 0 sur l'intervalle | — oo, %[ De plus, ¢ est continue
(car dérivable) et strictement croissante sur [%, +o00[ donc, d’apres le théoreme de la
bijection monotone, ¢ réalise une bijection de [%, +oo[ sur l'intervalle

o([3,+00]) = [-32, +oo[ qui contient 0. L’équation ¢(z) = 0 admet donc une unique
solution dans R, que 'on note «a, et qui vérifie 2,2 < o < 2,3 car ¢(2,2) < 0 < p(2,3).

De ce qui précede, on déduit le tableau de variation de f :

x —00 1 a +o0
f'(x) - I - 0 +
+00 || o0 +00
WS T e
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En effet, T~ 1donc fl@) ~ Va?+1 — +o0.
r—1 +oo +oo Tr—Fo00

De plus, zv 22 + 1 — V2 > 0 donc f(x) — oo, par opérations sur les limites.
Tr—r

z—1%t
D’apres son tableau de variation, la fonction f admet un unique extremum local qui est

un minimum local atteint pour z = «.

2

Comme z? — 0, on a : 241 = 1+x——|—0(x2).
z—0 z—0 2
1 _ 2 2 £ T 2 2
De plus, Ex;01+x+x +O(£U ) dODC m = 1_ 2 xj)() i e +O(CC )

Par produit de développements limités on obtient : f(x) =, 7%~ 22 + o(x?).
T—

On en déduit que la courbe

¢y admet une tangente Ty au point (0,0), d’équation y = —x |.

De plus f(z) — (—=) = —2? + o(x?) < 0 au voisinage de 0.

Donc ‘ ¢y est en-dessous de Ty au voisinage de 0 ‘

= X = .
11 Ve 1—t t>0t(1—1)

1 1 I+ 1 211 211
Si:c—>+oo,alorst:—>0+etf<t>:t( ! VIR —\/ +
X

1 1 t2 5 5 9 3t
Donc f <t> il (1 +g o(t )) (1+t+¢t2 4 0o(t?)) = dfraclt + 1+ 5 T o(t).

3 1
D = 1+ — = .
onc f(x) - T+ 1+ oy +o <az>

T—

On en déduit que la courbe "5 + admet une asymptote D en +oo, d’équation y =z + 1 ‘

=400 2 x

1
De plus f(z) — (z+1) = 3 +o <> > 0 au voisinage de +o0.

Donc ‘%f est au-dessus de D au voisinage de 400 ‘

1
, 1 1y 1ylte o1 Ve V2 +1
Siz— —oc,alorst=——0"et f| - ) =-"7 = X = — .
x t to+-1 V2 1—t t<o t(1—1¢)

Donc f ! ! 1+t2+ ) ) (L+t+* +o(t?)) L3y ()
n - = —= — 4o 0 = —— —1——+o0(t).
t) t—0- 2 t—0— ¢ 2
3 1

Donc f(z) = —-ax—1——+o <>

T——00 2x x
On en déduit que la courbe
"Kf admet une asymptote A en —oo, d’équation y = —z — 1 ‘

3 1 .
De plus f(z) —(—x—1) = ——+o(— | > 0 au voisinage de —oc.
rx——00 21 x

Donc ‘%f est au-dessus de A au voisinage de —oo ‘
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10

z2 t

e
—dt
t

Exercice 2 On pose f(z) = /

T
t

€ . . . . .
1. t — — est définie et continue sur R* donc f existe si 0 ¢ [z, %] ce qui est la cas pour

z>0et fe (RY).

¢
Si on note G une primitive de ¢ — % sur R%, f(z) = G(2?) — G(z) donc

2 2
e’ e’ 2" —e€”
"(z) =22G'(2%) - G'(2) = 22— — — | =
Fla) = 2C(a?) ~ O/ () = 22y - < | =2
el e
2. Sur [1,+oof,z < 22 et T > p donc

2

flz) > / %dt =e(In(z?) —Inz) =elnz — +oodonc| lim f(z)=4oo

T—r—+00 T—r+00

2
Tt
— =In(z?) —Inz =Inz — —oo donc
t z—04

1
3. Sur J0,1],x > 2% et % > n donc f(x) < /

li = —
gy /) = e

4. f' est du signe de 2% — e” sur R%

1
Or2em2—ex>O¢>2ezQ—‘”>1@1’2—3[:2111(5) s22—r+n2>0

A=1—-4In2=1In (%) < 0 donc | f" est positive sur R .
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T 0 400
f(z) +
400
f() _

5. On poste £ = 1 + u avec u — 0.
2 2
26t _ ot 261+2u+u o el+u 2e2u+u — el

/ pu— p— p—
Flw) = T 14+u ¢ 14+u
2

euﬁl—i—u—l—%—{—o(tﬂ)

4 2
g2utu? ?1~|—2u+u2+%+0(u2):1+2u+3u2+0(u2)
2

2e2utu’ _ gu SlH3ut ——+ o(u?)
1
=1—u+u?+o(u?) dou
1+u o0
Tu? 7(x —1)?
f(x)u_me( + 2u + 5 —|—0(u)>x_>le< +2(zx—-1)+ 5 +o((x —1)%)
puis en primitivant entre 1 et x, avec f(1) = 0 on obtient
T(x —1)3
f@) =z (@04 @174 T oo - 1)
z—1 6

6. Une équation de la tangente 7 & €5 en 1 est |y = e(x — 1)

(x — 1) > 0 pour tout x, donc ‘%f est au-dessus de 7 au voisinage de 1.
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