PTSI1

Correction du devoir maison n° 19

Exercice 1 Pour m € R, on considere 'application
R3 — R3
fm :
(r,y,2) — (z+y+mz,z+my+z,me+y+2)

1. Soient u = (z,y, 2)

fm(Au + pv)

eER3 v=(2,y,7) e R3et (\,u) € R

= Az +px’ + Xy + py' +mz+ p2’), e+ px’ +m(\y + py') + Az + p,

m(Az + px’) + Xy + py' + X2+ p2’)

= Mz+y+mz,z+my+z,me+y+2z)+upl@ +y +m2 2" +my' + 2 ma’ +y +2)

= )‘fm(u) + Mfm(v)'

Donc | fm € Z(R3)].

2. R3 étant de dimension finie, f,, est bijective ssi f,, est injective ssi Ker(f,,) = {Ogs}.

r+y+mz =

u=(z,y,2) € Ker(fm) < fm(z,y,2) =(0,0,0) <= < z24+my+2 = 0
mr+y+z =
T+y+mz = 0 T+y+mz =

49 m—-Dy+1-m)z = 0 << (m—-y+1-m)z = 0 ,
1-m)y+(1-m?)z = 0 (2 —m —m?)z =

qui est échelonné d

erang3ssim—1#0et2—m—m?#0ssim#1etm#—2.

On en déduit que

fm est un automorphisme de R3 ssi m € R\{—2,1} |.

3.(a) Sim=—-2,0ona:

z+y—2z = 0
r = =z
u=(x,y,z2) € Ker(f_2) < “3y+3z = 0 = { = u=2z(1,1,1).

Donc

0 = 0

‘Ker( f—2) est la droite vectorielle de vecteur directeur u; = (1,1,1), de dimension 1 ‘
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(b) Par le théoréme du rang, dim(Im(f_2)) = dim(R3)— dim(Ker(f_3)) =3 — 1 = 2.

f=2(1,0,0) = (1,1,—2) = vy et f_2(0,1,0) = (1,—2,1) = vy, qui ne sont pas

colinéaires.

Donc rg(vi,v2) = 2 = dim(Im(f_2)) et

‘%’1 = (v1,v2) est une base de Im(f_3), de dimension 2 ‘

(¢) On considere la matrice dont les colonnes sont celles des coordonnées de uy, v1, vo

dans la base canonique de R3 :

1 1 1 1 1
A=11 1 =2 [~ 0 -3 |~ -3 0 )
L L
1 -2 1 0 -3 O 0 0 -3

qui est échelonnée de rang 3. Donc rg(uy,v1,ve) = 3 = dim(R?).

Donc (u1,v1,v2) est une base de R? et
R? = Vect(uy)®Vect(vy, v2) = Ker(f_2)®Im(f_2) |

(d) Pour tout (z,y,z) € R3 il existe un unique w; € Ker (f_2) et un unique ws €
Im(f_2) tels que (z,y,2z) = w1 + we = auy + bvy + cvy d’apres les questions

précédentes et p(x,y, z) = w;

T a a x
(x,y,2) =wi+wy =aui+bn+ca s | y | =A1 b || b = A1 y
c c

vu que A est inversible.

1 1 1
L’algorithme de Gauss Jordan (& faire) donne A~! = é 1 0 -1

1 -1 0
et on obtient a = w, d’ou | p(x,y, 2) = x—i_3¢+z(17 1,1) | pour tout

(z,y,2) €R?
Exercice 2  Pour P € R3[X], on pose p(P) = X?P" +aXP' +bP.

1. Soient P,Q € R3[X] et A€ R. On a
P(P+AQ) = X3P+ Q)" +aX(P+AQ) +b(P+ Q) = X*(P"+AQ") +aX (P +
AQ) + b(P +AQ) = X2P" + aXP' +bP + ANX2Q" + aX Q' +bQ) = ¢o(P) + \p(Q)
De plus, si P € R3[X] alors on a deg (P) < 3, deg (P') < 2 et deg (P”) < 1 donc
deg(X2P") < 3, deg(aX P") < 3 et donc deg (¢(P)) < 3.
Finalement , ‘go € Z(R3[X])) ‘

2. Dans cette question a =5 et b = 1.

o(1) =1,p(X) = 6Xp(X?) = 13X2 et p(X?) = 22X3
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Done Tm (¢) = Vect (p(1); (X); 9(X?); ¢(X?)) = Veet (1; X; X2 X?) = Ry[X] Done ¢
est un endomorphisme surjectif de R3[X] qui est de dimension finie. Donc
¢ € GL(Rs[X]). |

Dans cette question a =3 et b= —3 et on a

p(1) = =3;p(X) = 0;p(X?) = =TX? et p(X?) = 12X°.

Donc Im (p) = Vect(1; X?; X3) et, comme (1; X?; X3) est libre, on a rg () = 1g
(1; X%, X3) = 3 < 4 = dim (R3[X))

Par le théoreme du rang, dim(Ker (¢)) = dim (R3[X])—rg (¢) =4 -3 =1.
Comme ¢(X) = 0, X est un polynéme non nul de Ker (¢) et rg (X) =1 = dim(Ker

(#))-
Donc (X) est une base de Ker (¢) et ‘Ker (p) = Vect (X). ‘
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