PTSI1

Correction du Test n° 18
Sujet A

1.

2. f(z) = 2% arctan (1—|1—x>

() O g2 tan | — tan [ —
a n pose = — arctan — arctan | ——
P T 1+« 1+t

t
—— == t(l—t+t+o(t?)) =t -+t +o(t?
T 150, ( +t° + o(t?)) +t° 4 o(t?)

3
En utilisant arctanu = u — % +o(u?) avec u =t — 2 + 13 4 o(t3),u® = 3 + o(t3)
3

t 3 2
t — ) = t—24+3-= B =t—t24+ = 3
arctan <1+t> o + 3 +o(t?) +3 + o(t?)

" 1 1 1 n 2 n 1
arctan = -4+ " +4o|=
z—1 r  x?2 323 3

T—+00

La courbe admet donc en 400 une asymptote d’équation y = x — 1, et elle est située

au-dessus cette ’asymptote au voisinage de +oo car e > 0 pour tout x > 0.
x

R — R?
.{(x,y,z) = (x4 2,00 — 2y + 2)
(a) Soit u = (z,y,2) € R3, v = (2,9, 2') € R3 et A € R. Alors on a
flu+v) = flz+,y+ M\, 2+ N\)
= (z+ M + 24+ X 5((x+A2") = 2(y + \Y) + 2+ N\2)
= (z+2,50—2y+2)+ Na+ 252" — 2y +2)

= f(u) +Af(v).

Donc | f € Z(R3,R?) |

(b) ue Ker(f) e f(u) =(x+ 2,52 —2y+2)=(0,0) & v =—zet
dr—2y=0& z=—x et y = 2z.
Donc ’ Ker(f) = Vect(1,2,—1) ‘ et dim(Ker(f)) = 1.

D’apres le théoréme du rang, dim R? = rgf + dim Ker f donc rg f = 2 et Im f

étant un sev de RQ,

(c) f n’est pas injective car Ker f # {Ogs} (ou car dim R3 > dim R?) et f n’est alors
pas bijective.

f est surjective car Im f = R?.
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PTSI1

Correction du Test n° 18

Sujet B
1.
2. f(x) = 2% arctan !
: = 1)
(a) O =1 " L tan [ —
a) On pose t = — arctan | —— | = arctan [ ——
P x z—1 1-1¢
t
— — (1 2 2\\ 2, 43 3
il tA+t+12+0(tD)) =t + 12 4+ 13 + o(t?)
3
En utilisant arctanu = u — % +o(ud) avec u =t + 12 + 13 + o(t3),u = 3 + o(t?)
t t t+t2 13 t3+ (t3) t+t2+2t3+ (t3)
arctan | —— | = ——+4o = — 4o
1+t/) t—+0 3 3
) 1 1 N 1 n 2 n 1
arctan | — | =—+ S+ -—5+o| =
1+2 x  x? 33 x3
(b) | f(z) +14 2 + !
= —_— 0] —_
* T——+00 * 3x x
La courbe admet donc en 400 une asymptote d’équation y = x + 1, et elle est située
au-dessus cette ’asymptote au voisinage de 400 car i = 0 pour tout x > 0.
x
R? — R3
3. f: {
(,y) = (2,224 y,y)

(a) Soit u = (z,y) € R?, v = (2',y') € R? et A € R. Alors on a

flutdv) = fla+',y+ )
= ((z4X2"),2(z + A2) + (y + \y), (y + Ny))
= (2,22 +y,y) + o', 22" + o, y)

= ) +Af().

Donc | f € Z(R?,R?) |
(b) we Ker(f) <= f(u) = (z,22+y,y) =(0,0,0) <= = =y = 0 donc
| Ker(f) = {0p2} |
v=f(u) <= v=(2,2x+y,y) =2(1,2,0)+y (0,1,1).
—_——

=u1 =us

Donc ’ Im(f) = Vect(uy,u2) ‘ et uj, uz ne sont pas colinéaires, donc (uj,u2) est une
base de Im f et rg f = 2.

(c) f est injective car Ker(f) = {Og2}
f n’est pas surjective car Im f # R? (ou car dim R? < dim R?), et n’est donc pas

non plus bijective.
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