PTSI1

Correction du devoir maison n° 20

Exercice 1 On considere n personnes qui se transmettent une information I. La premiere
personne regoit cette information, la transmet a la deuxiéme personne, ainsi de suite jusqu’a la
n-iéme personne qui 'annonce au monde. Chacun d’eux transmet ce qu’il a entendu avec la

probabilité p (0 < p < 1), et le contraire avec la probabilité 1 — p.

Pour n € N*, on considere ’événement I, : "la n-iéme personne transmet 'information I” et on

pose p, = P(I,). Par la formule des probabilités totales,
pn+1 = Pllpt)
= P([n)P1,(Int1) + P(In)P(Inp41)
= paxp+ (1 —pn)(1—p)
= @p—Dpn+1-p
—Sip=—-:YneN,ppy1=1—-p= % et (pn) est stationnaire & partir du rang 1.

: On résout

N = (N

—Sip#

l-p 1-p 1

—(2p-Dr+1l—peax= = =
r=@-Drtl-pe—a=g—p 21—p) 2

1
On pose v, = pp, — 7 On montre que (vy,) est géométrique de raison (2p — 1) et de premier

terme
1 1 1

—pp——=1—=-=-.
Yo =Po 5 5= 5

1 1
Donc |Vn € N, p, = 5(2})— 1)”—1—5 .

1
De plus, 0 < 2p < 2donc —1<2p—1<1et pn—>§.

Exercice 2  Soit n € N,n > 2. Une urne contient n boules numérotées de 1 a n.

On tire deux boules successivement dans cette urne. Soit X la variable aléatoire égale au

premier numéro obtenu et Y la variable aléatoire égale au deuxieéme numéro obtenu.

1. Le tirage des deux boules successives se fait sans remise.

(a) (X,Y)(Q) = [1,n]° et V(i,j) € [1,n]” :
e Sii=jalors P(X =inY =i) =0|

1 1
eSii#jalors P(X=iNY =j)=PX=0)PY =j|X=1i)=—

nn—1
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(b)

()

X ~ % (n)
D’apres la formule des probabilités totales, {(X =1),i € [1,n]} étant un systeme

complet d’événements

n—1

N . N 1
P(Y:j):ZP(X:ZQY:]):ZTL(”_D:n :ﬁpourtout
i=1 j

(n—1)
J
Jje [[1,71]] donc m

i
Les variables aléatoires ‘X et Y ne sont pas indépendantes‘ car

P(X:iﬂY:z‘):O#P(Xzi)P(Y:i):%

<

2. Le tirage des deux boules successives se fait avec remise.

| X~ uW)| | Y~ % ()]

Les variables aléatoires ‘X et Y sont indépendantes‘ car le tirage se fait avec remise.
Z=X+Y.Z(Q) = [2,2n]
k—1 k-1
P(X+Y =k =) PX=inY=k—i)=» P(X=0)P(Y =k—i)car X et Y
i=1 i=1

sont indépendantes et car P(X=0)=P(y=0)=0

eSik<n+1alorsie [[1,71]] et k—1¢€ [[1,71]],% S [[l,k—l]] . On a alors

1 —1 k-1
PX=i)=PY=k—i)=—et P(Z=k)= - =
(X = i) = P( D= PE=n=3 5=t
eSik>n+1lalors PIX=)PY =k—i)#0e1<i<netl<k—i<n

Sl<i<netk—n<i<k-1k—n<i<n

n

1 n—(k—m)+1 2n—-k+1
P = = — = =
(Z=k)= 2. 3 7 o
i=k—n
—1
k2 2<k<n+1
n
La loi de Z est donc donnée par Z(2) = [2,2n] et P(Z = k) =
moktl o chem
n
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