PTSI1

Correction du devoir maison n° 6

Exercice 1

est défini et

1. (a) La fonction In étant définie sur R, f(z) est défini ssi T

strictement positif, ce qui équivaut & x € R\{—1,1}, car la valeur absolue est

positive.

L’ensemble de définition de f est Dy = R\{—1,1}|

(b) Vz € R\{-1,1}, —z € R\{—1,1} et

1 —r—1 1 z+1 1 z—1
‘La fonction f est impaire ‘
1
(c) Vo e R*\{-1,1}, ~€ R*\{-1,1} et
1 1o |i—1 1 J1- 1 -1
Fl=)=cm|z—|=Zh|-— 2| =-m|>——|
T 2 c+1 2 14z 2 z+1
1
Donc |Vx € R*\{-1,1}, f <> = f(z)|
x
2.(a) Yz €]0,1] vl < 0 (signe du trinéme (z — 1)(z + 1)) et (x)—lln Low
' L & T =3 \1+z)

1—
Sur [0, 1], la fonction = i

n est dérivable comme quotient de fonctions
x

dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas, et est strictement positive. Donc g
est dérivable sur [0,1[ et Va € [0,1] :
—1x(142)—1x(1—x)

/ 1 (14x)? —1
Jg(x)==x — = <0,car (1—-2z)(1+z)>0.
2 h—x (1—2)(1+2z)

Donc ’ la fonction g est strictement décroissante sur [0, 1] ‘

1—=x
Siz — 1 alors — 07, Donc | lim g(x) = —oo|, par composition de limites.
<1 1 T r—1—

1
De plus, ¢g(0) = 5 In(1) = 0. D’ou :
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(b) g(0) =0 et ¢'(0) = —1, donc la courbe de g admet une tangente T en son point
d’abscisse 0, d’équation .

Considérons la fonction d définie sur [0, 1] par d(z) = g(x) — (—x). Sur [0, 1], d est
dérivable comme somme de fonctions dérivables et Va € [0, 1] :

—2

d'(z)=g'(z)+1= -2+

< 0. La fonction d est donc décroissante sur [0, 1].

Comme d(0) =0, d <0 sur [0, 1], et ‘le graphe de g est en-dessous de T sur [0, 1[‘

-1 1 -1
3. Vo €]1, +o0of, ii—i—l > 0 (signe du trinéme (z — 1)(z + 1)) et h(z) = iln (i T 1)-

a‘;‘ p—
Sur ]1, +o0[, la fonction x — est dérivable comme quotient de fonctions
dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas, et est strictement positive. Donc h est
dérivable sur |1, +oof et Vz €]1 , +oof :

1+z—1x(z—1)

1 (1+=)2 1
W(x)==x = >0, —1)(1+=z)>0.

Donc ‘ la fonction h est strictement croissante sur |1, +oo| ‘

I x—1
im =
z—1t 1+ N
Donc | lim f(z) = —o0o|.
x—1+
-1
lim — =1

z—+oo 1 4+ x
Donc| lim f(x)=0]| D’ou

T—+00
z 1 +0o0
S 0
fa |
Exercice 2 On considere les fonctions g et h définies par

1—
g(z) = arcsin(2z — 1) et h(z) = arctan < . 3:)

1. Pour le domaine de définition de f, on résout : —1 < 2z — 1 < 1 (avec des inégalités

strictes pour ') <= 0< 2 <1 <= Dj =(0;1] et Dy =]0;1]

De méme, pour la fonction g, on résout :

1—
v >0 < =z 6]0, 1] et Dg/ :Df’ :]0,1[

x
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2. On calcule les dérivées, pour = €]0;1] :

. 2 2 1
o) = VI— @2z —12 Vir—42  Jo(l—x)

,()Ji<\/?>d<1l> =
g$_1+(916_1> “Tar \Vz _$2\/i_1_2\/x(1—$)

3. On en déduit la relation :
Vo €]0;1] f(z)+2¢(x) =0 = Vx €]0;1] f(z)+2¢9(x) =C

1 0
En prenant la valeur x = 2 on constate que C = —. D’ou :

1_
Vx €]0;1] arcsin(2z — 1) + 2arctan x:g
T
n 6
Exercice 3 Pour tout entier naturel n > 1, on pose S, = >_ E et wu,=—5,
k=1 n
1. (a) u1 = 6,u2 = 15 et ug = 28.
(b) up = an? +bn + ¢,¥n € N*,
(u1:a+b+c = 6 c+a+b = 6 ct+a+b = 6
ug=4a+2b+c¢c = 15 &< 3a+b =9 &< 3a+b = 9 &
\u3:9a+3b+c = 28 8a+2b = 22 2a = 4
(c =1
b = 3
a = 2

donc u,, = 2n? + 3n + 1,¥n € N*.

n(n+1)(2n+1)

2. (a) Démontrer par récurrence que S,, = 5

pour tout entier naturel n > 1.

6
(b) - Sp=(n+1)(2n+1) = 2n% + 3n + 1 = u, donc le résultat de la question 1. (b) est

bien vérifié.
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