PTSI1

Correction du devoir maison n° 22

[ e T St
o = O

0
On consideére la matrice A = | 1
0

On note f I'endomorphisme de R? ayant pour matrice A dans la base canonique, base qui sera

notée B.
Partie A
1 01
1L A2=10 2 0 etd® =24
1 01
2. f(z,y,2) = (y,z + 2z,y). On en déduit que u(z,y,2) € Ker(f) @y=2+2x=0&y=0
et z = —u.

Ker(f) = Vect((1,0,—1)) et ’le vecteur (1,0, —1) constitue une base de ce noyau

puisqu’il est non nul.
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= V2
u($7y7z)€Ker(f_\/§Zd)<:> rT+z = y\/§ <:>$:Z:7y
y = zV2

Ker (f —+/2id)= = Vect ((1,v/2,1)) et

le vecteur (1, V2, 1) constitue une base de ce noyau.

3. Soient u = (1,0, —1),v = (1,v/2,1) et w = (1, —v/2,1). D’aprés le théoreme de Gauss
Jordan, on montre que la matrice de passage P de la base canonique & la base B est
inversible, ce qui suffit pour cette question, mais autant caluler P~ en méme temps

puisqu’on en aura besoin a la question 6.

1 1 1 1 00
pP= 0 V2 =2 I= 010
—1 1 1 0 0 1 Lg(—Ll—Lg
1 1 1 10 0
0 V2 —V2 01 0 L, + 2L,
2 0 0 1 0 -1 Ly« Ly
2 0 0 1 0 -1
0 2 — 0 v2 o0
11 1 1 0 0 Li+—203—L,— Lo
2.0 0 1 0 -1
02 — 0 v2 0 Lo+ 2Lo+ Ls
00 4 1 —V2 1
2 0 0 1 0 -1 Ly« Ly/2
04 0 1 V2 1 Ly« Ly/4
0 0 4 1 =2 1 Ly« L3/4
1 00 L [2 0 -2
0 1 1 1 V2 1
00 1 1 —/2 1
(2 0 =2
La matrice P est done inversible, et P~1 = 1 1 V2 1
' 1 —vV2 1

donc | B' = (u,v,w) est une base de R3.

flu)=0,f(v)= fv d’aprés la question 2. et f(w) = (—v/2,2, —v/2) = —v/2w donc
A = diag(0,v/2, —v2)

1 1 1
5. P=10 V2 —V2
-1 1 1

6. On vérifie le résultat de la question 4. en calculant PA’P~! et on retrouve la matrice A.
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Partie B
a+tc b c
On considere 'ensemble F' = b a+2c b ,(a,b,c) € R?
c b a+c

1. M € F& M = alz +bA+ cA? donc | F est un sous-espace vectoriel de .#3(R) ‘ et la

famille (I3, A, A%) en constitue une famille génératrice.
Montrons que cette famille est libre :

als+bA+cA’ =0 a+c=b=c=0a=b=c=0donc
(I3, A, A%) est bien une base de F.

2. VM € F, il existe a,b,c € R tels que M = alz + bA + cA? donc
AM = aA+ bA? + cA® = (a + 2¢)A + bA? d’apres A.1. d’out

. F — F
3. Soit g :
M ~ AM

(a) D’apres la question précédente, VM € F,g(M) € F et
YM,N € F,Y\A € R, g(M + AN) = A(M + AN) = AM + AAN = g(M) + Ag(N) donc
g€ ZL(F).

(b) g(I3) = A, g(A) = A2, g(A?) = A% = 2A donc

0
la matrice de g dans la base (I3, A, A%) est B = | 1
0

= o O
S N O

(c) gogog(M) = A3M =2AM = 2g(M)(ou B® = 2B).
(d) VM = al3 +bA+cA? € F,M € Ker g < (a+2c)A+ bA%2 =0
Sa+2c=b=08a=—-2cetb=0

Une base de Ker(g) est donc constitué par le vecteur non nul A% — 213.

(e) D’apres le théoreme du rang, rg ¢ = dim F'— dim Ker g =3 -1 =2.

(f) g(M)=A+ A% =g(I3) + g(A),M € F < M — I3 — A € Ker g & il existe a € R tel
que M — I3 — A=a(A? - 2I3) < |M = (1 —2a)I3 + A+ aA? a €R
Remarque g(M) = A+ A% & AM = A(I3 + A) mais A n’est pas inversible!! Cette

égalité ne se simplifie pas.
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