PTSI1

Correction du Devoir maison n° 23

Exercice 1

i
. . u .
On étudie la série E —21 ol Uy = E In® (k).
T
k=1

il
1. Déterminer, & l'alde d'une LP.P., un équivalent simple de f In®(#)dt lorsque n — +oc.
1

Correction :  Soit un entier n > 2 fixé, On pose u(f) = ¢ ot v(t) = In?(t). Les fonetions w et

: 1
v sont de classe €' sur I'intervalle [1,n] et Vi € [1,n),on a: o'() = 1 et v'(t) =2 x 7% In(t).
Par intégration par parties et lindarité de I'intégrale, on a :

fnlnz(t}dt = [t?(n)]] - 2fﬂln|:t}clt = nln®(n) — 2(nin(r) — n+ 1).
1 1

" — i n? 2 2 2 _ 2
Doncﬁ In2(t)dt = nln®(n) [1— TR T ey =, nin*(n)(1+ o(1)),
2 2

car In{n) — +ocet 0 par opérations sur les limites.
T— o

(m) T ) nini(n) notee

T
Done f lng[fjdt_’_-ju nin®(n)|
|. oo

2. En déduire un équivalent simple de w, lorsque n — +oo.

Correction :  Soit un entier n > 2 fixé,
f o+ In®(t) est continue, positive et eroissante sur [1, +oc| done
B B+l
Wk = 2, f In®(t)dt < In*(k) gf In®(t)dt.
k-1 k
Par sommation de ees inégalités et la relation de Chasles, on a

n n n+1 n+1 2
f ln‘?{t}thZIHQ(kj -:_:f lnz[t}ldf=f Inz{t}dt—/ In2(t)dt.
1 2 1 1

k=2

2
DVaprés les résultats de la question 1., on a : f In?(#)dt = 21n%(2) — 41n(2) + 2,
1

n n+1
f In?(#)dt I nln?(n) etf In?(#)dt - [n+1}|n2(n+1}l+~ nln®(n),
1 - 1 =]

=}

~ In(n).

oo

1
carn+1+w netln[n+1}=1n(n)+1n(]+—)
=] TL

n
De plus, nln®(n) aoThe +oo et In(1) = 0, done | u, = z In®(k) o nin®(n)| par encadrement.
=] s =]

n
o2

3. Conelure sur la convergence de la série z
T
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2 .
\ . L In“{n)
Correction : On en déduit que —; ~ .
L1

< oo n

o In%(m) _ 1 L . 1 ..
De plus, ¥nr = 3, ~ = — et la série harmonique Z — diverge.
T n T

2 5
In“(n)

. .. - s . Up .
Par comparaisons de séries & termes positifs, diverge et donc — diverge|.
(= ) (=}
=

Exercice 2

1. Montrer que les suites (Say) et (Soy 1) sont adjacentes.

Correction : Scit Ne N". On a

[ i o Y il ! 1

Sanen) — SN =S SN G TRt AN Toe T RN F 1P T @V £ 2P avo
) i ) i (-1 (g 1 L :
Sag 11— FN+1 = S +3— 5N +1 (2N + 2= "IN + 3=~ (N +2)= [N 4+ 3)= A
) i (12 1
S =Sl = I e ey e

Done | Sax) est décroissante, (Szy41) est croissante et Soy 1 — Say — (.

Done | les sumtes (Say ) ot (Sapsq) sont nc]jm'n::mn::4|.

(—1)

ne

2. En deduire la nature de la série Z

nx>l

Correction : Par lo théorome des suites adjacentes, (Say) et (Sayyq) convergent of ont la
meme limite S5 & B,

i

- - - .. [—

On en déduit que (Sy) converge vers 5. Done | la série E converge |
e
n>1

1
= — qui est une série de Riemann donc ‘ (Sn) est ACV ssi o > 1. ‘
n

’ (G

nOé

Soit n € N*, — 0 donc

(=n"

(=™ _ N G _ 1 1
In 1—1—7 —un+vnouun—7etvn——m+o —5a

Up, ~ <0eta> 3 donc la série de Riemann Z 2a Converge.

B 277,20‘

Par comparaison de séries a termes négatifs, > v, converge.

—1)»
uy, converge d’aprés la question précédente donc par somme In{1+ Q converge.
(%
n
n>1

-n" 1
In (1 + (a)> ‘ ~ — donc | cette série est ACVssia>1 ‘par comparaison des séries i
n n

termes positifs.
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