PTSI1

Révision CB2 Correction

Exercice 1 On considére la fonction f définie par la relation :
In(1+4 2
fla) = 20D

On note Cy la courbe de f dans un repére orthonormé (unité 2 cm).

1. (a)

(b)

()

Quel est ’ensemble de définition D de f7?
f(x) est défini dés lors que x +1 > 0 et x # 0, donc D =] — 1,0[U]0, +o0].

Montrer que f est prolongeable en une fonction continue sur D' = D U {0}.

In(1+x
(7—’_) v 1 donc f peut étre prolongée par continuité en 0 en posant f(0) = 1.

Justifier que f est dérivable sur D et calculer f’ sur D.
Sur | — 1,0[U]0, +o00[, f est dérivable car construite avec des fonctions usuelles
dérivables, et Vz €] — 1,0[U]0, +o0],
() 1 In(x+1) z—(rx+1)In(x+1)
€Tr) = — =
z(z+1) x? 2?(x+1)
Donner le développement limité de f(z) a 'ordre 2 en 0.
z—Z 2 o(a) z P
flz) = S

1ty 2
0 T =1 2+3+0(:c).

Prouver que f est de classe C! sur D'.
1
f admet un D.L. & Uordre 2 en 0, donc f est dérivable en 0 et f/(0) = —5

1 In(1
11 faut alors calculer la limite de la dérivée : f'z) = — n(1+2)
z(z+1) x?
1 1 In(1 1 2
Avec P = ;(1 —z+o(x)) et n(w—Ql—a:) — ?(x - % + o(2?)) donc

fl(z) = —% +o(1) et ili;ﬂo f'(z) = f'(0) donc f est bien ¢! en 0.
Déterminer I’équation de la tangente & Cy en 0.

Nous lisons sur le D.L. en 0 que I'équation de la tangente & Cy au point de
coordonnées (0,1) est y =1 — 3.

Montrer en détaillant le raisonnement que In(1 + ) fod Inx.

In(1 + ) :1+ln(1+§)

Inx lnz

1
Ve >1,In(l1+2)=Inz+In <1+>, donc
x

donc lim M
rz—+oc0  Inzx

En déduire liIJIrl f(x), ainsi que I’équation d'une asymptote a Cy.
T—r+00

=1, donc In(1 + ) o Inx.

Inx .
Donc f(x) fodiuat donc xEToof(x) =0.
Donc la droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale & la courbe de f en +o00.

Etudier les variations de f.

On pose g(z) =2z — (z+ 1) In(z + 1) pour tout z > —1. On a ¢'(z) = —In(z + 1).

Donc g est croissante sur | — 1,0] et décroissante sur [0, +o00[, elle admet donc un
maximum en 0, égal & g(0) = 0, donc g est négative sur | — 1, +ool, donc f’
également, et f est décroissante sur | — 1, 4o0].

Tracer I’allure de la courbe de f, en faisant apparaitre une tangente et deux

asymptotes de celle-ci.
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4. Quelle est la nature de la série Z f(n)?

In(1 1 1
Pour tout entier n > 2, f(n) = M > — > 0, or la série harmonique Z — diverge,
n n n

donc, par comparaison, la série Z f(n) diverge.

1
Dans la suite, on s’intéressera & 'intégrale suivante : / f(z)dz. On notera L la valeur de cette

. . N 0 .
intégrale mais on ne cherchera pas & calculer cette valeur. Pour tout entier naturel n non nul,

on définit les fonctions polynomiales P, et @, par :

n k 2 3 n
R P :E R e RTINS AV S Sl
n k 2 3 n

B Z k1T ¢ T

1
1. (a) Préciser pourquoi l'intégrale / f(x)dx est bien définie.
0
L’intégrale est bien définie car la fonction f est continue sur 'intervalle [0, 1].

(b) En utilisant le graphique de la question 3b, donner un encadrement de L entre deux
entiers consécutifs.
L est égale a ’aire en unités d’aire de la surface hachurée comprise entre 'axe des
abscisses, la courbe Cy, et les droites d’équation = 0 et x = 1. Nous voyons sur le
graphique que 0 < L < 1.
1—(=t)
1+t

Il s’agit de la somme des termes consécutifs d’une suite géométrique de raison —t.

T (_p\n
(d) En déduire que : Vn € N*,Vz € [0,1], P,(z) =In(1 + ) — / (1 +)t dt.
0

n—1
(c) Montrer que : Vn € N*, vt € [0, 1], Z:(—l)kt’l‘C =
k=0

g ok 1 (=t)"
On inte tre Q et x : —1)%t"dt = ——dt
n intégre entre 0 et x /0 E (—1) /0 T+t

n—1
T | T (_p\n
donc Z/ (—1)ktkdt:/ dt—/ D" g
— o o 1+t o 14t

n—1
(_1)k$k+1 " /33 (_t)n
d ——— = In(1+1%)|, — dt
one D Sy = Al -
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x
Dans toute la suite on notera : Vn € N*, Vo € [0,1], Ry(z)= /
0

(a)

Exercice

1. (a)

(b)

1+t

n k 1 k x (—t)"
donc P, ( Z =In(l+2)— / ——dt
1 0

_tn
=" 4
14+t
lm—&—l

Etablir la majoration : Vn € N*, Vz € [0,1], |R.(2)| < 1
n

AL 1
Vn € N*,Vx € [0,1], et Vt € [0, z], (1_1_)75 T3
" n+1

xX tn x
done |Rn(a:)|§/ (=0) dt</ £ dt =
0 0 n—l—l

14¢
Comparer, pour tout n € N* et pour tout x €]0,1], Q. () et
P,(z)

< <t

P, (z) .

T

On a, pour tout n € N* et pour tout = €]0,1], Q, (z) =
T

Soit n € N*. On note g, lapplication définie par : Vz € [0,1], gn(x) = Q,(z) — f(x).
Justifier que g, est continue sur [0, 1] puis montrer que : /1 gn(x)dz = Qn(1) — L.
Qn est un polynome, donc de classe C* sur R, donc Q) es(‘g continue sur [0, 1], or f
est continue sur [0, 1], donc g, est continue sur [0, 1] comme somme de fonctions

corlltinues. )
/ gn(x)dz = / (@) — f(2))de = Qu(1) — L.
0 0

Montrer, en utilisant entre autres 1d et la, que : Vn € N* Vz € [0,1], |gn(z)| <
Vn € N* Vx € [0, 1],

gu(e) = Q) — (@) = T gy - BAFDZIala)_pipy . Fnle)
donc |gn(x)\:‘Rn3§x) < n”f -

En deduire que : Vn € N*, |Qn(1) — L] < (+11)2 Calculer Tim _Qn(1).
Donc [Qn(1) — ‘/ on(@)da / \gn dx</0 ”“Ildx

done [Qu(1) ~ LI < ¢ +1)2,or lim ——— (n+1) =0, donc_lim_Qu(1) =L

Déterminer un entier naturel N tel que Qn(1) approche L & 10~ prés.

Pour n =99, on a |Qgo(1) —
2

T
te de L est —).
exacte de L es 12)

L < 1002’ donc Qg9 approche L 4 10~* prés (la valeur

2 I =]0;+oo et h(t) = <t+ ;) In (1 + 1)

YVt >0,14+1/t>0ett+#0. Donc h € €?(I) comme produit de composées de

fonctions de classes 2.

. 1 1 . 1 . ...
lim (t4+ =) =-et lim (14—~ ) =+oo donc lim h(t) = +oo par composition et
t—04 2 2 t—04 t t—04

produit de limites.

Cette limite n’étant pas finie, h n’est pas prolongeable par continuité en 0.
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()

Pour tout ¢ > 0,
ol
1 vl 1
ln<1—|—>>: t = —
1 2
< t 141 24+t
t
1 1 —1 1 2t + 1
R(t)=In(1+- t+ = =In({l+-)——5—et
®) n<+t>+<+2>xt2+t n<+t> 22+ 1)
W) = — 1L 12+ -2+ 1
24t 2 (82 +1)2 o 2(12 )2
1 2t +1 1
D Vte, W) =In(14+-) - ———eth'(t) = ———
one () n<+t> 22 = e
1 1 1 1 1 1
2t +1 2t

22 + 2t 400 242

Finalement on a

1
=3 donc A/ (t) t—>+ 0, par opérations sur les limites.
— 400

h(t) — leth'(t) — 0

Wt el, 1(t) <0

1. On en déduit que ’Vt el, h(t) > 1‘

t—+o0 t—+o0
1
vte I 2t +t)*> > 0donc A'(t) = =—5—5 >0
€1, 2(t*+1t)° > 0 donc h"(t) 2(t2+t)2>
Donc K est croissante sur I, et A'(t) — 0. On en déduit que
t—+o00
Donc h est décroissante sur I, et h(t) —
t—+o0
2 1,3 3 1
In(1+ x) ST + T + o(z°) et n t_joo 0 donc, par composition,
1\ [1 1 1 1
ht) = (t+2) |- -5 +-= =
® = ( + 2) [t 22 30 +0<t3>]

Donc h(t) ;

1+

1 1 1
e 0 <t2> et | h) =1, . 1o

1
Soit n e N+, Un - et (ot 1)"“@ B (n—l—ll)!e”(n—i— 1yn+s
Uikl YN (n+1)len™ n"t2(n+1)le” x e
1
1\"tz 1
Done —" =<1+> X — et ln(vn>:h(n)—1
Un+1 n e Unt1
. /Un 1

D’apres le résultat de la question 1. (e), In —h(n)—1 ~ ——
Un+1 n—4oo 12n2

De plus h(n) — 1

> 0Vn > 1 d’aprés la question 1. (f)

. . 1
La série de Riemann E —; converge donc ’ (Sn) converge vers un réel S |, car tout
n

est positif.
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(c) Soit n € N*. S, = Z [In(vg) — In(vk41)] = In(v1) — In(vp41), comme somme
k=1
télescopique. Comme v; = e,

pour tout n > 1, S, = 1 — In(vp41) ‘

Pour tout entier n > 2, In(v,) =1 — 5,1 " 1 — S. Par continuité de la fonction
n—-+0o0

exponentielle, la suite | (v,) converge vers C =e!™° >0

nle™

(d) On en déduit que v, =

— Y
n"y/n n—+oo

Cn"/n

Par produit, [n! ~

n—4o00 en
C2p2n+1 C(Qn)2"+%
2 : ' 2 ~ - ' ~Y — e
(e) On en déduit que (n!) o o et (2n)! b0 e2n

1?2 C
Par quotient on obtient @ ~ 7\/5
(271)‘ n—+00 \@ x 4n

Par la formule (F), en multipliant par v/2 x 4"/y/n, on obtient E V2
2mn"\/n

(f) En utilisant les deux résultats précédents, on a n!
n—-+o00 en

On en déduit la formule de Stirling : |n! ~ 2mn <ﬁ>n

n——+o00 e

Exercice 3 Partie A : Etude des nombres harmoniques

Soit n

1.

un entier naturel supérieur ou égal & 1, on définit le n-iéme nombre harmonique par
n
1
H, = E -
k
k=1

Démontrer que pour tout entier naturel k supérieur ou égal & 2,

k+1 1 1 k 1
/ —dr < =< / —dzx.
ko k= Jg1x
La fonction z — — est décroissante sur [1, +o00],
x

1 1 1 kol
donc Vk > 2, Ve € [k — 1,k], - < ,donc</ —dzx

1 1 k+1
de méme Vx € [k, k + 1], Sk,donc/ —dz < —
z k

. En déduire que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1,

In(n+1) < H, <1+ In(n).
n k+1 "1 n ko
) I'inégalité précédente : —dz < - < —d
n somme l'inégalité précédente Z/k ww_zk_Z/k_lwx,
k=2 k=2 k=2
n+1 1 zn:l nq
donc/ —dz < S/ —dx
9 x k:2k 1
doncIn(n +1) —=In2+1< H, <Inn+1,donc In(n+1) < H, <Inn+1, car
—In2+4+12>0.
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3. A l'aide de la relation précédente :

(a) Démontrer que la suite (Hy)n>1 diverge vers +oo.

Or limIn(n 4 1) = +o0, donc par comparaison lim H,, = +0c0.

(b) Démontrer que H, fox In(n).

1 1 H, 1
On a, pour tout n > 2, Mg—”gur—
lnln Inn Inn
In (1 + =
1 1 1 1
or 711(” +1 =1+ 771, donc lim M =1, donc, d’apres le théoréeme
Inn Inn Inn

des gendarmes, lim —~ = 1, donc H,, ~ Inn.
Inn

4. On considére désormais les suites (uy)n>1 €t (vp)n>1 définies par
up, = H, —In(n), v, = Hy —In(n+ 1)

(a) Démontrer que ces deux suites sont adjacentes.

1 n+1
Upt1 —Up = Hpy1 — Hpy —In(n+1)+lnn=—— — / —dz < 0 d’apres la
n+1 n z
question 1.
1 n+2 1

Upt1 —Vp = Hpi1 — Hy—In(n+2)+Inn+1) = —— — / —dz > 0 de la méme

n+1 n+l T
fagon.

Enfin, up, —v, =In(n+1) —Inn =1In 1+71L> —0
donc les suites (uy,) et (vy,) sont adjacentes.

(b) En déduire que ces deux suites convergent vers une méme limite positive.
Par conséquent ces deux suites convergent. On note v leur limite commune.

D’aprés la question 2, v, > 0 pour tout n € N*, donc par passage & la limite, v > 0.

5. (a) Démontrer que pour tout entier n supérieur ou égal a 1,
Oan—ln(n)—7§1n<1+i .
(up) est décroissante et tend vers v, donc Vn € N*, w,, > v, donc H,, —Inn > ~.
D’autre part, (vy,) est croissante, donc Vn € N*, v, <+, donc H, —In(n + 1) < ~,
donc H, —Inn—~v <In(n+1) —Inn.
Finalement, 0 < H, —In(n) — v <In (1 + le>

(b) Ecrire en langage Python une fonction prenant comme argument un nombre réel e
strictement positif et renvoyant une valeur approchée de v & € prés. On suppose que

I’on dispose de la fonction math.log() pour le logarithme népérien.

def gamma(e)
H=1
n=1
while math.log(1+1/n)>e:
n+=1

H=H+1/n
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return H-math.log(n)

Partie B : Le probléme de Bale

Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 1, on définit la suite (B,,),>1 par
n
1
Bu=) 13
k=1

Le probléme de Béle consiste en la détermination de la limite de la suite (By)p>1. Ce probléme
+oo 2
a été résolu en 1741, par Léonhard Euler, qui a démontré que Z 2= %
k=1
1. Justifier la convergence de la suite (Bp)n>1.

. 1 : . .
La série > ﬁes‘c une série de Riemann convergente, avec 2 > 1, donc la suite (B,)n>1
est convergente.

1 1 1
2. Démontrer que pour tout entier naturel k£ supérieur ou égal a 2, 72 < 1%
1 1 1 1 1 1
>

. _etk-l<kd L
k=1 &k khi—1) ° N

3. Utiliser I'inégalité précédente pour démontrer que la suite (B),),>1 est majorée par 2.

1 1 1
m—g,doncBn—lgl—ﬁ(somme

n n
1
On somme cette inégalité : E 2 < Z
k=2 k=2
télescopique), donc By, < 2.

4. Pour tout entier naturel n non nul et tout réel ¢ € [0, 7], on pose

Dn(t) =1+2) cos(kt).
k=1

(a) Démontrer que, pour tout n > 1 et tout réel ¢ € [0, 7], Z ekt = D, (t).

k=—n
n n
Dp(t) =1+ (e*i’“ + e"’“) =1+2) cos(kt).
k=1 k=1
: 2n+1
sin (“5—=1
b) En déduire que, si t €]|0, 7|, Dy(t) = M
i
S11 (5)
it\ 2n+1
Zn: Gikt _ efz'ntl — (") ( : bometri
= [ ot progression géométrique)
k=—n
oI5 emint _ gilnd)t  —i(ntd)t _ i)t gip (2HLy)
donc D, (t) = s X o = Ya = B
e
(c) Calculer la valeur de D, (0).
Dy (0) = 2n + 1.

5. On consideére la fonction f définie sur [0, g} par

t

—s1t>0
f:t’—> sint !

1sit=0

(a) Démontrer que f est continue sur [0, g]
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T
f est continue sur }0, 5} comme quotient de deux fonctions continues.

t . .
EnoO: ey 1 donc t1_1>r0nJr f(t) =1= f(0), donc f est continue en 0.

Finalement, f est continue sur [0, g}
Démontrer que f est dérivable en 0.

T
f est dérivable sur }O, 5} comme quotient de deux fonctions dérivables.

sint — tcost
Pour tout t > 0, f'(t) = ————,

sin’ ¢t
int —tcost =t a tl1 e + o(t3) Lys + o(t3)
orsint —tcost =t — — — - — o(t’) = = )
0 6 2 3 ’
int —1¢ t 1
donc u ~ —t, donc lim f'(t) =0, donc, d’apres le théoréme de la limite
sin“¢ 0 3 t—0+

de la dérivée, f est dérivable en 0, et f'(0) = 0.
Démontrer que f est de classe C' sur [0, g]

T
f est de classe C! sur }0, 5} comme quotient de deux fonctions de classe C'.
Nous venons de voir que f est dérivable en 0 et que f’ est continue en 0, donc

finalement f est de classe C' sur [0, g]

Démontrer, & I’aide d’une double intégration par parties, que pour tout entier naturel

k non nul, /O i @i _ t> cos(kt)dt = %
/07r (; _ t> cos(kt)dt [(Z _ t> lisin(kt)lr _ /07r <7’5T 9 %sin(kt)dt
et /07r (fr - 1> %sin(kt)dt - [(; - > <—k12> cos(kt)];r - /0:17 (-22) cos(kt)dt

1 1

1 |1 . T
12 + ) [k sm(kt)]o =——

d /ﬂt2t (et)dt = =
onc ) 271' COS _k‘2

s
En déduire que, pour tout entier naturel n non nul, B,, = / ( -
0
n us t2 ™ t2 n
Donc B, = ;/0 <27r - t> cos(kt)dt = /0 <27r - t> Zcos(k:t)dt =
Tt Dy(t) —1
;G mr)
0 27T 2
Déterminer la valeur de / (t — ) dt.
0
r 2 2 37 2
[-5o-l-25
0 21 2 67, 3
2 1 (7 t2
En déduire que, pour tout n > 1, e B, = 2/ (t — ) D, (t)dt.
0
D’apres b),

s t2 1 us t2 s t2 7.[.2
B, = ) D, (t)dt + - t— )t = )b, dt+ .
(et owoares [ (=52 oe= [ (37— ) petear=
t 2t\ .

En faisant le changement de variable u = §t’ on adu= th et

Wl

2

T
En déduire que, pour tout n > 1, i B, = /
0
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™ 2 z 42
/ <t - ) Dy (t)dt = /2 <2u - u) D,,(2u)2du =
0 2w 0 2w
/’2' <2 B 2u> 2usin ((2n + 1)u) du
0 i sinu
i ¢ 2\
donc e B, = /0 pn <2 - > sin ((2n + 1)t)dt.

Wl

7T
T 2 3
7. Déterminer g de classe C! sur [0, 5} telle que o B, = / g(t)sin ((2n + 1)t)dt.
0
. R t 2t 1 T .
On prend bien sir g(t) = s 2 — — | : g est de classe C* sur [0, 5} comme produit
sin i

de deux fonctions de classe C', la fonction f de la question 10, et une fonction affine.

™

2
8. Démontrer a aide d’une intégration par parties que lim g(t)sin ((2n+1)t)dt = 0.

n—-+0o 0

/0’2‘ g(t)sin ((2n + 1)t)dt =

[_9 ®) 2n1+ 1

S (0)+/§ (1) ! cos ((2n + 1)t)dt
“ont 1Y o TV

T
or la fonction ¢’ étant continue sur l'intervalle fermé borné [0, 5}, elle atteint ses

cos ((2n + l)t)] ) + /02 q(t) nl cos ((2n + 1)t)dt

bornes, donc IM € R4, Vo € [0, g], |g'(t)] < M, donc |g/(t) cos ((2n + 1)t)| < M,

3 1 T
t d "(t 2n + 1)t)dt| < X —.
e onc/0 g()2n+1cos((n+)) < omt1 X3
g
Finalement, ngrfoo ; g(t)sin ((2n + 1)t)dt = 0.
9. En déduire la limite de la suite (By,)n>1.
2
On en déduit que lim B,, = %
Exercice 4 Soient n et ¢ deux entiers naturels fixés, avec ¢ > 1 et n > 3. Une urne contient

initialement une boule blanche et une boule noire. On tire une boule, on note sa couleur, puis
on la remet dans l'urne, avec ¢ boules de la couleur de la boule tirée. On répéte cette épreuve,
réalisant ainsi une succession de n tirages. Pour tout ¢ entre 1 et n, on note X; la variable
aléatoire égale & 1 si on tire une boule blanche au i-éme tirage, et 0 sinon. On pose alors, pour
tout p € [1,n], Z, = iX

i=1

1. Que représente Z,, pour tout p € [[1,71]} ?
Z, est le nombre de boules blanches tirées apres les n tirages.

2. Donner la loi de X et son espérance.

1 1
Xl — B (2), et E(Xl) = 5

3. Déterminer la loi de Zs.
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Z proba
ctl
—
1 B
2 1
I G
1 )
c+2 B 1 m
1 N <
2 1
1 N 0 t
g% 2(c+2)
w | o 1 2
Donc la loi de Z3 est : c+1 92 c+1

P(Zy = z) 20c+2) 2(c+2) 2(c+2)

Soit p € [[1,n— 1]].
(a) Quel est I'ensemble Z,(12) des valeurs prises par Z,?
Q) = [0,n].
(b) Déterminer, pour tout k € Z,(Q), la valeur de Pz, ) (Xp41 = 1).
Aprés p tirages, dont k tirages exactement d’une boule blanche, il y a 2 + pc boules

dans 'urne, dont 1 + kc boules blanches, donc Vk € Z,(Q2),

1+ ke
(Zp—k)( p+1 ) 2+ pe
1 FE(Z
(¢) En déduire que : P(Xp41 =1) = _;j—;cp)_

Les événements (Z, = k)o<k<p forment un systéme complet d’événements, donc,

d’aprés la formule des probabilités totales,

P P
P(Xp1=1) = Z (Zp = k)N (Xps1 = 1)) ZP (Zp = k) X Pz,—1)(Xpt1 = 1)
k=0 k=0
P P
1+k:c
(Z, =k) »=k)+ kx P(Z,=k
kz:: 2+pc 24—pckz:0 ) 2+pckzzo (p )

1
E(Zy).
2+pc+2+pc (Zp)

Montrer par récurrence forte que pour tout p € [1, n]], X, a méme loi que Xj.

1
Montrons par récurrence que, Vp € [[1,71]], Pp Vi [[1,]9]], X, — B <2>

donc P(Xpp1=1) =

1
Initialisation : Au rang p = 1, nous avons vu a la question 2 que X1 — B <2>,

donc P; est vraie.
Hérédité : Pour tout p € [[1, n— 1]],

1
on suppose que P, est vraie, c’est-a-dire que Vi € [[1,p]], X, — B <2>

P
1 14 cB
Alors E(Zp) = E (ZXz> ZE Px5, donc P (X, =1) = 2+;i =

1
et par conséquent, X, 11 — B <2>, donc Ppy1 est vraie.

| =

Conclusion : D’aprés le principe de récurrence, Vp € [[1, n]], Py est vraie, c’est-a-dire que

Vi € [[1,p]],X,-<—>B<;>.
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Exercice 5 Dans tout cet exercice, on désigne par n un entier naturel non nul.
On dispose d’une urne U, contenant n boules numérotées de 1 & n. On tire une boule au
hasard dans U,,. On note k le numéro de cette boule.
— Si k est égal a 1, on arréte les tirages.
— Si k est supérieur ou égal & 2, on enléve de 'urne U, les boules numérotées de k a n (il
reste donc les boules numérotées de 1 & k — 1), et on effectue & nouveau un tirage dans
I'urne.
— On répéte ces tirages jusqu’a 'obtention de la boule numéro 1.
On note 2 'univers de cette expérience aléatoire que ’on ne cherchera pas & expliciter. On note
X, la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour l'obtention de la boule
numeéro 1. On note E(X,,) et V(X,,) 'espérance et la variance de X,.

Cas particuliers

1. Pour n =1, il n’y a qu’une boule dans 'urne, tirée nécessairement dés de premier tirage,
donc X1(2) = {1}. Pour n =2, il y a deux boules dans I'urne, ou bien on tire la boule
n°l en premiére, ou bien on tire d’abord la boule n°2 puis la boule n°1, donc
Xa(2) = {1,2}.

2. X est une variable aléatoire constante égale a 1.

3.(a) (X2 =1) est I'événement « on tire d’abord la boule n°1 parmi 2 boules ».

1
P(Xz=1)=3
(b) Déterminer la loi de Xo.
" EE

P(Xz=a)| 1]}
(€) E(X2) = g et V(Xo) = B(X3) — E(X»)? = g _

Cas général
On désigne par n un entier supérieur ou égal & 2 quelconque. On note I, la variable aléatoire

égale au numéro de la premiére boule tirée dans l'urne U,.
1. 1,(Q) = [1,n] et I, suit une loi uniforme sur [1,n].
2. Justifier que X,,(Q) = [1,n].

Il y a n boules dans 'urne : on peut tirer la boule n°1 au premier tirage, auquel cas
X, =1, comme on peut la tirer a chacun des tirages suivants, jusqu’au n-iéme inclus,
dans le cas ol 'on tire les boules dans I'ordre décroissant, la n-iéme, puis la

(n — 1)-iéme, etc., jusqu’a la n°l en dernier.
3. P(anl):letP(Xn:n):lx ! ><-~><1:i
n n n-—1 1 n!
4. Justifier que, pour tout j € N* et tout k € [[Q,n]], P(X,=jll,=k)=P(Xp_1=7—-1)

Pour j =1, les deux membres de 1’égalité sont nuls, donc égaux.

Pour 2 < j <k, (I, = k) signifie que l'on a tiré la boule n°k en premier. Il reste donc les

boules n°1 a n°(k — 1) dans 'urne, c’est-a-dire (k — 1) boules. La probabilité d’obtenir la
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boule n°1 au j-iéme tirage, étant donné qu'un tirage a déja eu lieu, est alors
P(Xp_1=7-1).

Donc P(X,, = j|I, =k) = P(Xk—1 =7 —1).

Pour j > k, les deux membres de 1’égalité sont nuls, donc 1’égalité reste valable.

5. En appliquant la formule des probabilités totales, démontrer que pour tout j > 2, on a

P(X Z P(Xpy=j—1).
Les événements {( n = k) }1<k<pn forment une partition de l'univers, donc, d’aprés la

formule des probablhtes totales,

n—] ZP n—] ZP n—]‘In—k) ( k)

= P(X, =j|I, =1)P(I, =1) + ZP(Xn =jl, =k)x =
k= 2

— 04— ZPXkl—j—l ZP Xp=37-1).
"=
6. Démontrer que, pour tout j > 2, on a

. n—1 . 1 .
P(Xn =j) = P(Xp-1=j)+ P(Xn-1=j-1)
n—1
D’apreés la question précédente, on a nP(X,, = j) = Z P(X, =7 —1) et de la méme
k=1
n—2
fagon, (n — 1)P(Xp_1 = j) = P(Xp=j— 1),
k=1
n—1 n—2
donc nP(Xp=j) —(n—1)P(Xp1=4) =Y P(Xpg=j—-1)—) P(Xp=j—1)=
k=1 k=1
P(Xp_1=j—1). , )
Donc, en divisant par n, P(Xp = j) = &~ P(Xp_1 = j) + ~P(Xp_1 = j — 1).
n

7=1 7j=2
I n—1g , .
= D iPXna =7+ jP(Xna=j-1)
7=1 7=1
1 n-1 1
ﬁ E(Xn 1) + *E(Xn—l)
1
= E + E(anl)
N |
(b) En déduire que, pour tout n > 1, on a : E(X,) = T
k=1
"1
Montrons par récurrence que la propriétés P, : E(X,) = z est vraie pour tout
k=1

n>1:
Initialisation : Pour n = 1, on a bien F(X;) = 1.
Hérédité :

soit m un entier quelconque supérieur ou égal a 1. On suppose que P, est vraie.
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D’aprés 7.a), E(X,41) = E(X,) +

n+1
"1
E(Xn) = p Ea
) " 1
donc E(Xn+1):ZE+n—|—1 :ZE
k=1 k=1

et par hypothése de récurrence,

Conclusion : D’aprés le principe de récurrence, P, est vraie pour tout n supérieur ou

égal & un.
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