PTSI Mercredi 7 janvier 2026

Corrrection du concours blanc n° 2

Partie 1
arctan(/x) iz >0
Exercice 1  f(z) = NG
1 siz =0

Partie A

1. | festc!sur R% | comme composée et quotient de fonctions cl avec \/z # 0.

Arctan(t Arct
o Arctan(t) 4 o 20 done ARGV g
t t—0 z—0 \/E z—0

Ainsi f(x) — 1= f(0) et ’ f est continue en 0 ‘
T—

3.(a) h est dérivable sur R* comme somme de fonctions dérivables.

Pour tout x > 0,

(I+z)—xx1 ]

W QJ* 1
B e R R Gk
C (L+a) -2y 1 l-a-(142) -2
T V(1 +2)?2 2yz(l+2) 2yz(1+2)?  2yz(1+2)?
B (z) = (1+\/i) <0
Ainsi,
(b) Pour tout = > 0,
1 1 JE— Arctan(/z)
Fl(z) = 2z 1+ (\/z)? g Ve 2;/5 (1\1593 —Arctan(ﬁ))
Pla) = g

(c) h est strictement décroissante sur Rydonc, pour tout > 0, h(x) < h(0) = 0. Ainsi,

f(xz) < 0. Donc ’ [ est strictement décroissante sur R* . ‘

1 1

1
1+ 1 e

4. (a) Le DL4(0) de la fonction t — =124+t +o(th).

G
On en déduit le DL5(0) de Arctan : Arctan(t) = t——+—+40(t°) car
—0

3 )
arctan(0) =0

2) = Arctan(y/x) w\f f o (223
oy = 2V (1 o)
f(z) ziol—§+%+o($2)

1
(b) f est alors dérivable en 0 et f'(0) = ~3
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) |T:y=1-

x
3

2 2

De plus, f(z) — (1 — g) = % + o (z?) donc f(z) — (1 - %) ~ —.

Ainsi, au voisinage de 0 (& droite), f(z) — (1 = g) > 0 donc

’ C est au-dessus de T' au voisinage de 0. ‘

Partie B

1.

2.

(a) La fonction f est continue sur I'intervalle R, donc, par le théoréme fondamental du
calcul intégral, g est bien définie sur R, et est I'unique primitive de f qui s’annule en

1.
Ainsi, g est dérivable sur Ry et, pour tout z € Ry | ¢'(z) = f(x).

. . T : _
(b) f est décroissante sur R avec :DETOO arctan z = 5 donc mgr—ir-loo f(z)=0cet f(z) >0

sur R ’ g est alors strictement croissante sur R. ‘

Soit x > 1. Vt € [1,z], Arctan(y/t) > Arctan(1) = g car la fonction arctangente est

croissante sur R. Comme v/t > 0, f(t) > T

4Vt
- . . - v ™ v 1 ™ x
Par croissance de l'intégrale (puisque 1 < z ) f®)de > = — dt = [V}
1 1

-2 2/t 2
(Ve —1)

Donc | g(x) >

T
2

T o
Comme 5(\/5 -1) m_>—+>oo +00, on en déduit que | g(z) x_}—+>oo +00.

Soit z > 0. On pose, pour tout ¢t € R* | u(t) = Arctan(v/t) et v(t) = 2v/t; u et v sont de
1 1

1
= ————,v/(t) = —=. Par intégration par
N AL 8 P

Vit

classe C! sur R*, et pour tout ¢ € R, u/(¢)

parties :

g(x) = [QﬁArctan(\/i)]f — /1:6 11+t dt = 2y/x Arctan(y/r) — 2% — [In(]1 +¢)))]

g(x) = 2¢/x Arctan(y/z) — In(1 + x) + In(2) —

oS

Partie C

1.

2.

1
Sur RY, (Ep) <= ¥¢/(z) + %y(ag) =0.
(Ep) est une équation différentielle linéaire homogeéne d’ordre 1.

1 1
Une primitive de z — 2, Sur R% est x — 5 In(z) donc les solutions de ( Ey ) sur R
x

. A
sont les fonctions | = — )\67% In(@) — 2 oy X eR.
T

(a) Soit & > 0. On pose u = V/t,t — /T est bien de classe C! sur R .

1
Onadu=—=dt, etsit=1,alorsu=1;sit=uz,alorsu=+x

2Vt

@ 1 ¢ 11 | -
/ dt:/ —_— dt:/ — 5 du= [Arctan(u)]{
1 2VE(1+ 1) L L+tovt . 14w

. v 1 T
AIHSI, /1 mdt = Arctan(ﬁ) — Z
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(b)

1

1
Sur R* (E) < ¢/ — =
Az) ol A: R% — R est une fonction dérivable. Par la méthode de la

NZ3
1
variation de la constante, Vo > 0, \'(z) = 236(\1/—5&- ) N 2vz(1 + )

1
2v/z(1 +2)

est une solution particuliére de (E) sur RY.

Posons y : z —

Par la question précédente, une primitive de x — est z — Arctan(y/x)

Arctan(y/z)
ﬁ

donc| f:xz—

3. On en déduit que les solution de (E) sur R sont les fonctions

n Arctan(y/x) + A

ou A € R.

Jz

4. f est dérivable sur R et, par 2. (b), f est bien solution de (E) sur R* . De plus

f(0

1
)=1donc2x0x f(0)+ f(0)=1= 170 Ainsi, f est solution de (E) sur R,.

Réciproquement, soit y : Ry — R une solution de (F) sur R,. y est aussi solution de

(E) sur R% donc il existe un réel A tel que, pour tout > 0

y(z

_ Arctan(y/z) + X . A
) = NG —f()+\/5'

Or y est continue en 0 donc y a une limite finie en 0 .

A A
Onsaitquef(x)*—(?let que, si A >0, — —— 40 et , 81 A <0, — — —o0.
T—

V&E z—0 xﬂf z—0

A
Ainsi, si A # 0, f(z) + 7 n’a pas de limite finie en 0 .

On en déduit que la seule possibilité est A = 0, i.e que pour tout > 0,y(x) = f(z). De

plus, y et f sont continues en 0 donc cette égalité est aussi vraie en 0 . Finalement,

’f est 'unique solution de (F') sur R;. ‘

Exercice 2

1. Nature de quelques séries numériques

(a)

(b)

1 1
Zﬁ converge | et Zﬁ diverge.

n>1 n>1
Pour N € N* U. U 1
our on a : — = ——
) 2N+1 2N 2ﬁJ4—1 )
U U. ! <0et
J— — — e
2N+2 2N SN+2 AN+ 1
1
U. - U = — >0
2N+3 2N+1 2N+3+2N+2

car la fonction inverse est décroissante sur R*

Donc (Usp) est décroissante, (Uan41) est croissante et Usni1 — Uay — 0.

Donc ’les suites (Uan) et (Usn41) sont adjacentes.

Par le théoréme des suites adjacentes, elles convergent et ont la méme limite. Comme

il s’agit des suites extraites des termes de rangs pairs et des termes de rangs impairs
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de la suite (Uy), on en déduit que (Un) converge aussi vers cette limite. Donc

n>1

—1)"
5 D converge.
n

(¢) En0,In(1+z)=2— Ty o(z?). De plus, Vn € N*,

2 1

= — — 0. Donc, en
n

(=D"

2

2. Expression intégrale des sommes partielles Sy = Z —

LSk 3 5 (
t — d In (1
converge e 2 converge, donc n +

SR
n m2 0\ n2 )

n

_ 1) )
converge.

n>1 n>1

N o

2
n
n=1

(a) Soit n € N* fixé. I,, = / uy (t) vy (t) dt, ou
0

2

Uy it— — —tetuv :t—

2
parties,

sin (nt)

sont de classe €' sur R. Par intégration par

—1 t

n ™

I, = [ug (t) v1 (B)]5 — /07r uy () vy (t)dt = — OW ( - 1) sin (nt) dt.

/0” <7tr B 1) sin (nt) dt = /0 ' ug (t) vh (t) dt, o

t
u2:t»—>;—1etv2:t|—>

parties,

— cos (nt)

sont de classe ¢! sur R. Par intégration par
n

1 1 (7

(! i = [ug (t)v - 7ru/ v = —— cos (n
L (1) sunae =t w0 - [T 0w oa-- (nt)

™

/ cos (nt)dt =
0

n  nwjy

= 0. Finalement, on a bien |Vn € N*, I, =

e

n

n2
0 n

(b) Soit N € N*.

Cn est continue sur [0, 7]

, comme somme de fonctions qui le sont.

Cn(0)=N

N
Soit t € ]0, ] fixe. Cn(t) ( e't) > et et # 1, donc

n=1
N iNt ei’s (e_i% —e Nt) _ 9 ain (Nt
Zeint:eltxl_e. — it 5 _ AR 21.51?(2).
n=1 1 - elt ei% (efi% — ei%) —2isin (%)

o ()i ()i (552 4 ) s (5322 - )
Ainsi, CN (t) = 7 = ; 7
sin (%) sin ()
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in((N+5)t
Finalement, |Vt € 10, 7], Cn(t) = W _ %
sin (§

:]

(c) Vt€]0,7], 0 < 5 donc sm( > # 0.

Ainsi, ¢ est de classe € sur ]0, ], comme quotient de fonctions qui le sont, dont le

l\D\H—

dénominateur ne s’annule pas.

(£=1) x 2sin (§) = (& — ) x cos (3) |

vt €10,7], ¢ (t) =

[t t?
2sin <2> ot t et o t Kol —t donc ¢ (t) Kodh —1 = ¢(0). Donc

’go est continue en 0. ‘

(; - 1) X 25in (;) - (; —t) X cos (;)
= (-1 + ;) (t+o(t?) — (—t + ;) (1+o(1))

2

= i + o(tz).

t—0 27

t
1 2 —_ ~Y 2
De plus, 4sin (2) ot t*, donc ¢ (¢ )t 0o

¢ est continue sur [0, 7] et de classe €' sur ]0, 7] donc, par le théoréme de la limite

1
de la dérivée, o est bien dérivable en 0, ¢’ (0) = 7 et ¢ est continue en 0. Ainsi,
T

¢ est de classe €' sur [0, 7].

(d) Soit N € N* fixé. D’apreés le résultat 2.(a) et par linéarité de l'intégrale, on a :

Sy = Z/ < —t) cos (nt) dt = /0 ( —t) Zcos nt) dt = /Oﬂ (Z —t> Cn(t)dt.
D’apres le résultat 2.(b), on a Sy = /Oﬂ (i - t) (W - ;) dt.

. T ) 1 1 ™ t2
Donc VNEN,SN—/O cp(t)51n<(N+2>t>dt—2/0 <27r—t>dt

+oo
3. Calcul de la valeur de la somme S = Z i

n=1

~

(a) Pour A > 0, on pose I (\) = /b f(t)sin () dt
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f et t = cos (\t) sont de classe € sur [a,b], donc f’ est bornée sur [a, b] et par

intégration par parties,
I(A):[if()cos )\t} )\/f cos (At) d
Par inégalité triangulaire,
1 b
T < 3 (1 @1eos 0]+ 17 @ eos )l + 17 0] foos (0 )

f O]+ 1 @]+ 21 (@) at

< — 0.
| cos <1 A A—+o00
Donc |si f est de classe €' sur [a, b], alors [ / f(t)sin(\t)dt —+> 0.
A——+o00

4 1
(b) Ainsi, comme ¢ est de classe € sur [0, 7], / ¢ (t) sin <<N + 2> t) dt — 0.
0

N—+400

D le résultat 2.(d), Sy —» — (E ) a t3+t2 m
onc ar le resulta . —_— -— — = = —
ne P "IN NS 2 )y \2r 27 4], 6

Ool 2
Donc|S=Y" —="-
onc nan 6
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