PTSI1

Correction du devoir maison n° 7

Exercice 1 Equation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients variables.
Raisonnons par analyse-synthese :
— Analyse : Soit P(z) = a,a™ + ...+ ar? + a1x + ag un polynéme de degré n € N, a,, # 0.
P est deux fois dérivable sur R et Vx € R :
P'(x) = napz™ '+ ...+ 2a0z + ap et P"(z) =n(n — Daa" 2+ ... + 2as.

Si P est solution de (E) alors Vo € R :

1

(1 —2®)(n(n — Dapz™ 2 + ...+ 2a2) — 3z(naz™ ' + ... 4+ a1) + 15(apz™ + ... + ag) = 0

& (=n? =20+ 15)az™ + ... + 2as + 15a¢ = 0.

Cette derniere égalité est vérifiée ssi tous les coefficients du polynéme du membre de

gauche sont nuls, en particulier (—n? — 2n + 15)a,,.

Or a, # 0, donc —n? —2n + 15 = (n +5)(3 — n) = 0. Comme n € N alors n = 3.

‘Si P est un polynome solution de (F) alors il est de degré 3|

— Synthese : Soit P(z) = ax® + bxr? 4 cx 4+ d un polynome de degré 3. Vo € R :
P'(x) = 3az? + 2bx + c et P"(z) = 6ax + 2b.

P est un polynéme solution de (E) et vérifiant P'(0) = —4 ssi Vo € R :

(1 — 2?)(6ax + 2b) — 32(3ax® + 2bx 4 ¢) + 15(az® + ba’ +cx +d) =0ect c = —4

& Tha’ + (6a —48)x + (2b+ 15d) = O et ¢ = —4.

. Lo 6a—48 = 0 a = &8
Ce qui est vérifié si &
2b+15d =
c = —4 c = —4

Finalement, si | P(z) = 823 — 4z | alors Vo € R : P'(z) = 2422 — 4, P"(x) = 48z,

(1 — 22)P"(x) — 3zP'(x) + 15P(x) = (1 — 2?)48x — 3z(242% — 4) + 15(823 — 4x) = 0,

et P'(0) = —4.
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1. Soit m € R
mr + y + 2z = 1
(S) Tty ot 2 m’ de parametre m et d’inconnues x, y et z.
z + + mz = 1
r + + z = m
T + Y + mz = 1 L1+ Ly
m—1 = 0 Ly<+ Ly— L
(S) = ( )y 2 2 1
(m—l)z = 1—-m L3<—L3—L1
1-m)y + (1-m)z = 1—m? L4+ Ly—mlLy
(
r + y + mz =
m—1 = 0
(9) = ( )y
(m—-1)z = 1—-m
0 = 2-m-m? Ly+ Ly+ L3+ Lo
On en déduit que (S) est compatible ssi 2 —m —m? =0 m=1oum = —2
(S) est incompatible ssi m € R\{—2,1} |
2. Sim=-2
r + oy + oz = =2 r=-1
(S) = —3y = 00 <= y=0
-3z = 3 z=-1

Dans ce cas, le systéme (S) admet une unique solution et ‘ §={(-1,0,—-1)} ‘

Sim=1

(SY<= 2 + y + z = 1 .Dans ce cas, le systeme (S) admet une infinité de

solutions et | § = {(1 —y — 2,9, 2), (y,2) € R%}|.

Exercice 3 Suite d’intégrales de Wallis.

us

2 s
1. ug = / 1dt¢. Donc |ug = = |.
0 2

Uy

/2 cos(t)dt = [sin(t)]og. Donc .
0

3 3 1+ cos(2t t  sin(2t)]2
Uy = /2 cos?(t)dt = /2 Lﬁ()dt = |-+ sin(21) . Donc |ug =
0 0 2 21 |,

e~
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2. Soit n € N fixé. On a :

™ us

Upgl — Up = /2 cos" T (t)dt — /2 cos™ (t)dt e /2 cos™(t) [cos(t) — 1] dt.
0 0 mearite 0

vt € [0,5], 0 < cos(t) <1 donc cos™(t) > 0 et cos™(t) [cos(t) — 1] < 0.

Par positivité de 'intégrale, on a :  wu, >0 et wupt1 — up < 0.

Ceci étant vrai pour tout n € N, on en déduit que | (u,) est décroissante | et minorée par

0. Par le théoreme de la limite monotone, la suite ‘ (up) converge vers un réel ¢ ‘

3. Soit un entier n > 2 fixé. Pour ¢ € [0, 3], on pose u(t) = sin(t) et v(t) = cos™ ().

> 2

Les fonctions u et v sont de classe €' sur [0, %] et, Vt € [0, %] :

u/(t) = cos(t) et v'(t) = —(n — 1) sin(t) cos™ 2(t).

Ainsi, par intégration par parties et par linéarité de l'intégrale, on a :

™ ™

Uy = /5 cos(t) cos”_l(t)dt = [sin(t) cos"_l(t)] +(n—1) /5 sin2(t) cos"_Q(t)dt.
0 0

Oy

T
sin(0) =0 et , comme n —1 > 1, cos™ ! (5) = 0. Donc, par linéarité, on a :

s

up, = (n—1) /02 [1 = cos®(t)] cos™ 2(t)dt = (n — L)up—s — (n — D)uy,

Donc nu, = up + (n — Du, = (0 — Lup—o.

n—1

Unp—2-

Finalement, | pour tout entier n > 2, u, =

4. Soit n € N* fixé. Par la relation précédente, on conjecture que :

2n—1 (2n—1)(2n —3) 2n—1)x(2n—3)x---x1
Ugp = Up—o = Ugp—g = -+ = u
;T o R m(2n—2) ! Mx(2n—2)x---x2
2n 2n(2n — 2) 2nx (2n —2) X --- X 2
u — U _ f— U _ — ui.
LT on 1 T 2n+ D)(@2n—1) P Gn+1)x (2n—1)x---x3 "
n n
. T 2k — 1 2k
Slu2”:§H76tu2”“:Hm(HR) alors on a :
k=1 k=1
M + 1 m2on+1 2%k —1 w"+12k—1
= = = — t
Yt S o+ 2 (R 22n—|—2U H €
2n + 2 - 2n+2H _’ﬁ 2%
WS 3 Y my 2n + 3 1 2p 1 2% +1°
Donc I’hérédité est vérifiée. De plus, ona :
1 1
1 T 2k —1 2k
= g = — t — 2y =
Y2, 2 7 11 =55 et us 3" H2k+1
k=1 k=1
- . . Tyt 2k —1 -
Par le principe de récurrence, | Vn € N*, uq, = 5[[ o7 et uopy1 =
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5. Soit n € N* fixé. On a :

T (2k)2k—-1) 7w  (2n) - 221 (p!)?
n = — —_— | — — A, 5 t n - ¥
Y2 =9 kl;[l QK)(2k) | 2~ 2epnz [ O e U 2/<;+1 ~ 2n+ 1)
Donc o - 1 T (2n)! " 221 (n!)2 P
el T T 922 T (20 + 1)) LT 9 an 4 1)

6. (uy) converge vers ¢ donc les suites extraites (ug,) et (u2,+1) convergent vers /.

Donc, par produit de limites, (ugy, - u,41) converge vers £2.

T
D 1 - -
¢ P 520 1) note

— 0. Dongc, par unicité de la limite, £2 = 0 et .
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