PTSI1

Correction du devoir maison n° 8

1. Soit n € N\{0,1}.

1) "
(a) On pose u(z) =z, v'(z) = (x — 1)L v/ (z) =1 et v(z) = %
Les fonctions u et v sont de classe € sur |1, 4+o0[ et, par intégration par parties et

linéarité, on a Vx €]1, +o0],

/g(ac)dx = /:U(ac — 1)z

x 1

— —7+—/(:U—1)_"dx

nx—1)" n

T 1 " (x — 1)+
nx—1)" n —n+1

— 1
La fonction |G : z — e _nlﬂ)c(l_ — est une primitive de g sur |1, +o0o[ |.

(b) Sur |1,4o0[, z—1>0et (x—l)y'—nyzO(:»y’—%y:().

La fonction a : z — — est continue sur |1, 4o00].

z—
La fonction A : z +— —nln(x — 1) est une primitive de a sur |1, +ool.

La solution générale de 1’équation différentielle homogene (z — 1)y’ — ny = 0 sur

|1, +o0[ s’écrit donc ‘yH(x) =C(x—1)", avec C € R ‘

T

Pour z €]1,+oc[, (E): (x—1)y —ny =2 <=y — y=

n
z—1 x—1

Par la méthode de variation de la constante, on cherche une solution particuliere de
cette derniere équation de la forme yp(z) = C(x)(z — 1)", ou C :]1, +oo[— R est

dérivable et vérifie Va €]1, +oo, y,(z) = C'(z)(x — 1)" + n(z — 1)" ! et

n

h(@) = o) = = = C@) @ — 1) = — = C'(2) = g(a)

D’apres la question 1. (b), on peut choisir yp(z) = G(z)(z — 1)".

La solution générale de (E) s’écrit donc

—nxr +1

m-{-C(CE—l) ,aVGCCER.

y(x) = yp(z) + yu(z) =

2

2. (a) Pour z € RY, on a: z(x) = 2°y(z) & y(zr) = %,z(aﬁ)

Le produit de fonctions deux fois dérivables étant deux fois dérivable, z est deux fois

dérivable sur R ssi y l'est, et Vo € R :
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2 (x) = 2zy(z) + 2%y (2), #"(x) = 2y(x) +day' () + 2" (x) et

2(z) — 2(7) = e & 2%y + day’ + (2 — 2?)y = .

Donc |y est solution de (F) ssi z est solution de (F'): 2" — z =" |.

(b) Léquation homogene (F;) : 2" —z = 0 a pour équation caractéristique
(FL): P —1=0&r=4=%1
Sa solution générale s’écrit zy(z) = Cre™™ 4+ Cye®, ou C1,Cy € R.

Comme 1 est racine simple de I"équation caractéristique (F(,), on cherche une

solution particuliere de (F”) de la forme z,(z) = axe”, ot a € R. Vo € RY, :

zp(z) = (@ + ax)e®, z/(x) = (2a + ar)e” et

1
zp(x) — 2p(z) = " & 200 =" S a = 5 car 2e” £ 0.
Donc la solution générale de (F') s’écrit

x

2(z) = zp(x) + zu(z) = % + Cre ™ + Cye®, ou C1,Cs € R.

Finalement, la solution générale de (F') sur R s’écrit

(@) = ~22) = St O o CL G e R
Yy\x —122'1' —21. 11_2 2x270u 1,2 .

3. (a) A Paide du changement de variable ¢ = sin(z), dt = cos zdz,

/esm(x) sin(z) cos(x)dz = /tetdt.

Onpose v/ =el et v=1t,dottu=el et v/ =1:u et vsont de classe C! sur R donc

par intégration par parties :

/tetdt = te! — /etdt = (t —1)e".

donc /esm(x) sin(x) cos(z)dz = (sinz — 1)eSn7,

(b) ' + cos(z)y = sin(2z) est une équation différentielle linéaire du premier ordre.
L’équation homogene est y’ + cos(z)y = 0.

a(x) = cosz, d’out A(x) = sinz et les solutions de I’équation homogene sur R sont les

fonctions de la forme z — Ce™ "% avec C € R.
Variation de la constante : on pose yo(z) = C(x)e™ S,
donc C'(z) = 2cos wsinzes™? et d’apres 1), C(z) = 2(sinz — 1)esn?

Par conséquent une solution particuliere de ’équation différentielle est

yo(r) = 2sinz — 2.

Enfin, les solutions de I’équation différentielle sur R sont les fonctions de la forme :

x = Ce 5% 4 Oging — 2 CeR
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