PTSI1

Correction du devoir surveillé n°1

Exercice 1

1. Soit x € R. Correction 1
cos(z) +sin(2x) =0 <= cos(z) = —sin(2z)
s
<= cos(z) = cos (5 + 2x>

<— dkeZ, x:g+2x+2kwoux:—g—2x+2kﬂ

2k
— erZ,zzc:—g+2k:7rou3v:—%—|-?7r

2k
Sur R, I’ensemble des solutions est . = {—g + 2km — % + Tﬂ, ke Z}

Correction 2
cos(z) +sin(2z) =0 <= cos(z) + 2sin(z) cos(z) =0
<= cos(z)(2sin(z)+1) =0
1
<= cos(z) =0ou sin(z) = ~5

— dkelZ, :E:g+/<:7r0u:z:=—%+2k7r

oux:—%+2lm

Sur R, I’ensemble des solutions est . = {;r + km — % + 2k, —%T + 2km, k € Z} )

2. Soit x € R.
Si ( — E) = COoSs <E> <— Co0s (E —x+ E) = COoSs (£>
m\rTy) T 2 9 T Y) T 2

3T (x)
<— cos|— —x ) =cos|—=
4 2

I ez, %—mzf—k%ﬂou?ﬂ—x:—g—i—%ﬂ

— 2 4 2
4k
— dk €7, x:3+lou$:3j+4kﬂ
2 3 2
4k
Sur R, I’ensemble des solutions est . = {;r + Tﬂ, 3% + 4k, k € Z}
3. Soit z € R.
3 5 5
\/§+2cos(:1:)>0<:>cos(x)>—\2[<:>3k€Z, —g+2kﬂ<x<%—l—2kw
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4.

Exercice 2

1.

2. X2

P = U]—+2k E’g+2k7r[
keZ

Soit x € R, tan(2z) + 1 < 0 & 2x # g + ket tan(2x) <

k
—1@x#%+i,k‘e

s 3
Zet2r €= +kmr; —
2 4 keZ

Lk
+k7r[,k€Z<:>x€U] ”-

2
371'117
2

Soit € R, cos(2z) + cosx < 0 < 2cos? x + cosw — 1 < 0 11 faut donc étudier le signe du

1
polynéme du second degré 2X2 + X — 1 qui s’annule pour X = —1 et X = 3 et qui est

strictement négatif ssi X €] — 1, 5[
Il reste a résoudre les inéquations

1 )
-1 <cosz < 5 ® JkeZ,x 6]% + 2k ; ?ﬂ + 2km[\{m + 2k~}

7= U} +2k7r7r+2k7r[ ]77+2k7r
keZ

3 + 2km

On cherche & résoudre dans R I'équation (E) : tan?(3z) — 2v/2tan(3z) +1 = 0.

T kmw

x est valeur interdite ssi 3x = g +kre|lr=—-4+—,keZ

6 3

— 22X +1=0.
A=(2v2)??—4=4, X, =

2tanx

2v/2 -2
s S V2-1
5 V2

tan(2x) = T tola
2tan T

T
En posant z = — on obtient tan — = ———=—= d’ou
8 4 1-— tan2 g

QtanE . .
1:7@1—tan — =2tan —
1 — tan? 3 8 8

tan% est alors solution de 'équation X2 +2X —1 =0

9 )
A:8X1:2\/g:—1—\/§<0etX2 ;\[

2V/2 + 2
ethzgzﬂ—kl

2

V2—-1>0

Ortan(8>>0car0 donc tan(%)zﬂ—l

5 <
3w T 1 1
tan(g)tan(2 §> tan(z>:\/§—1.
1 V241 ﬂ8+1
1 Aonwarn  2-1 ~Vith

D’apres la question 2., les solutions de (F) vérifient

tan(3r) = V2 + 1 = tan 37 3x—3—7r+k‘7r
8 PN 8
- T

—v2-1= = 3= - +kmk
tan(3z) = v2 — 1 tan(g) g

€7
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En vérifiant que ces valeurs ne sont pas interdites, on obtient les solution de (F) :

T kr m km
=d =4 — — 4 — 7
S {24+3’8+3’k6 }

i i T i i i i 3T i 3
Eneffet & 4+ ke = X 4l (b Z =T T 2 T g =
neffet oy kg =5 HRg e )3=6 24" 21" 3 8

T s ™ T T T T ™ 1
Deméme - + ke = L il e (b= T = —
eméme g +hy =g +ky el )3=6 8" u 24

ce qui est impossible dans les deux cas sachant que k — k' € Z.

z—1
z—2i

L) ) = = = - i=[C1-1]

1

_VB4i-1 VB4E |2-VB+i(2VB-1)

Exercice 3 f(z) =

V3—i T VB+i 4 '
2. Soit z € C\{2i}. On a :

(b) f(V3+1)

-1 )
f(z):21<:>2 2,:2i<:>z—1:2iz+4<:>z(1—2i):5<:>z:1 5
z—21 — <l

5 5(1 + 2i) . :
=2 12y (cg)p LT Done[S={l+2)

3. Soit w € C fixé. Pour z € C\{2i}, on a:

—1
f()=w= © % =w<= -1 =2w 2w <= 2(1 —w) =1—2iw.
z—2i
. , . . . 1 - 2iw
Si w # 1, "équation f(z) = w admet pour unique solution zy = T .
—w

,car 1 —2iw=1—2i # 0.

’Si w = 1, équation f(z) = w n’admet pas de solution

4. Soit z € C\{2i}.
f(2)=2-2+= =L =2-2<= 2—1=22-2iz—22+4i <= 22— (3+2i)2z+1+4i = 0,

z—2i

qui est une équation du second degré de discriminant A = (3 + 2i)? — 4(1 +4i) = 1 — 4i.

On cherhce 6 = x + iy, x,y € R, tel que

22—y? = 1 2 = \/gﬂ
=A== 2y = —4 =yt =
2?2492 = V12142 zy = —-2<0

V1741 V17T —1
Donc § = \/ 2+ - i\/ 5 convient et les solutions de I'équation f(z) =z — 2

sont

34+2i—46 34244
ST R T
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z—1 z—1
. Soi 2i}. R <~ =
5. Soit z € C\{2i}. f(z) € <z—2i> T donc

fR)eER—= Z-1)(z—21)=(2—1)(Z+2i) < 2i(z+2)+2—%Z) —4i=0.

En posant z = = + 1y, (z,y) € R?\{(0,2)},ona f(2) ER<=2r+y—-2=0

Notons que (0, 2) vérifie cette équation.

L’ensemble des valeurs de z pour lesquelles f(z) € R est {x +i(2 — z),z € R*} ‘

ce qui correspond a la droite d’équation y = 2 — 2x privée du point A d’affixe 2i

Correction 2 Si on écrit f(z) sous forme algébrique, on obtient

22 + 92 —:c—2y+1(2x—i—y—2)

flz)= T 2)? et on retrouve le méme résultat en exprimant
U
Im (f(z)) =0
6. Soit z € C\{2i}.
—1
Correction géométrique |[f(z)| =1 ”Z 2|‘ =l<<=|z—-1]=|z—-2i & M(2)
z—2i
appartient & la médiatrice du segment [AB] ou A est le point d’affixe 2i et B le point

d’affixe 1.
1
Cette droite passe par le milieu I de [AB] qui a pour affixe 3 + i et a pour vecteur

normal le vecteur /@(1 — 2i).

. . 3
Une équation de cette droite est donc x — 2y + ¢ =0 avec ¢ = —x + 2y = 3
. . . . . z 3
ce qui correspond a la droite d’équation y = 5 + 1
2 1]

Correction analytique |[f(z)| =1 <= =1z — 1 = |z - 2i]%,

|z — 2i]
car tout est positif. Donc

lfR))=1=Z-1)(z—-1)=F+2)(z2—20) <= 22—2—2Z+1=22+2iz—2iz+4

En posant z = x + iy, (z,y) € R?\{(0,2)}, on a

x
|f(z)]:1<:>>—2:U—|—1:—4y—{—4<:>y:§_|_Z
Notons que (0,2) ne vérifie pas cette équation.

L’ensemble des valeurs de z pour lesquelles |f(z)| =1 est {af +i (; + i) X € R}
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