PTSI

Correction du devoir n° 2

Exercice 1

1. Vo € R, 1+ 22 > 0. Donc ‘ u est définie et dérivable sur R L comme quotient de fonctions

qui le sont, dont le dénominateur ne s’annule pas. De plus, pour tout z € R, on a :
2 2
1xvli+zx —xxﬁ :1—1—352—952 y 1
N V1+ 22 1+ 22

u'(x) =

1
Comme 1+ 22 = (1 —i—wz)%, on a bien : |V € R, u/(x) = —— |
(1+22)3
2. La fonction arcsin est définie sur [—1,1] et dérivable sur | — 1, 1].
Pour tout z € R, |z| = Va2 < V1+ 22 donc |u(z)| = _ <1 car v1+22>0.

V1+a?

Ainsi, Vo € R, —1 < u(x) < 1. Donc | h est définie et dérivable sur R

. comme composée

de fonctions définies et dérivables. De plus, pour tout z € R, on a :
! 1 1 1 1
h'(z) = u(z) = X = X -
1 2
(7=)

=@l @+a?2 -2, (1+a?):

Donc |Vz € R, B (z) = ﬁ = arctan’(x) |

3. On en déduit qu’il existe une constante C' € R telle que Vo € R, h(z) = arctan(z) + C.

h(0) = arcsin(0) = 0 = arctan(0) donc C' =0 et ‘Vm € R, h(x) = arctan(x) ‘

Exercice 2

1. Pour tout réel z, f(z) = 3% (3° — 3) + 2 = e*10(®) (212 —3) 4+ 2.

In(3) > 0 donc | f(z) -l 2 et f(x) ST +00 |, par opérations sur les limites.

2. Pour tout réel z, f(z) = e2*1(3) _ 3e2I0() 4 2,

Donc f est dérivable sur R comme somme de composées de fonctions dérivables et

F(x) = 2In(3)e?*B) — 31n(3)e”"B) = 21n(3)3% — 31n(3)3% = 21n(3)3" (3:” — g) :

3
Donc |Vx € R, f/(z) = 21n(3)3" <3x — 5) .
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3
3. Soit x € R. f/(x) est du signe de 3 — 5 car 21n(3)3* > 0. De plus,

3m—§>0<:>3m>§

3eln(3)

In(3/2) 21n(3) n3/2)
R — n(3) _—
() =

—
2 2 1n/‘sur]Ri

In(3/2)

n(3) +9 = eln(9/4) _ 3eln(3/2) +9 =

In(3/2)

xIn(3) > In(3/2) <— x> m(3)

In(3)>0

9 9 ., 1
4 2 g

On en déduit le tableau de variation de f :

xr — 00

In(3/2)
Tn(3) oo

f'(@) -

4. Soit x € R. On a

X2 -3X+2=0
X =3

f(w):0<:>(3x)2—313$+2:0<:>{ :

trindome du second degré de racines évidentes 1 et 2. Donc

fz)=0<= (3"=10u3"

2) <= (zIn(3) =In(1) ou zIn(3) = In(2)).

Donc | ensemble des solutions de 1'équation f(z) =0 est S = {0

“In(2
"In(3

~—

b

~—

A Daide du tableau de variation de f, on en déduit son tableau de signe :

x —00

In(2
0 In(3

—

+o00

|

f(x) +

0 - 0 +

In(3/2)
In(3)

5. Sur l'intervalle I =

, +o0 [, f est continue (car dérivable) et strictement

croissante. Donc, d’apres le théoreme de la bijection et le tableau de variation de f,

f réalise un bijection de I dans Uintervalle f(I) = J = [—

= 4
4,00.

1
6. Soit y € [_Z’ +oo[ fixé quelconque et = € {

2
y=flz) <= (3" -3'3"+2=y <= <3w_§> _

In(3/2)
In(3)

,+oo[. On a:

- + <= (3" 3 +1
2 1Y 2) YTy
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1 3
De plus, y + 1 >0 et 1n(3) > 1n(3/2) (car In(3) > 0) donc 3% > 3 (car la fonction exp

est croissante sur R). Donc

3 1 3 1 3 1
= $__: —_ $:— —_ = —_ —_
y=f(z)<=3 5 y+4<:>3 2+ y+4<:>x1n(3) ln<2—|—\/y+4>.

el [OE ]
D’ou f|;1 In <%

3
+\/T+
In3

AN,
N——

Exercice 3

21\ j I
1. Soit N*. O : 29975 = 2x 4 = 2x ——.
(a) Soit n € na Z Z X o X7
7=0 =0
2
D Vn € N*¥, 2% = Z (4t —1) |
onc |Vn Z 3 )

n o J
(b) Soit n € N*. Ona: S,= 2@’:222]’21‘1 tZQJszl

0<i<j<n j=0 i=0 §=0

d s, 2231 _oj+l M (221 — 29) 222j+1 sz

onc = = .
-2 =0 hnearlte -

D’apres le résultat de la question 1., on a :

2
Donc | S, = 3 x 4L _gntl

2. Soient n € N* et p €]0, 1] fixés.

n—1
-1
(a) Par la formule du binome, |Va,b € C, (a+b)" ! = Z ( " ) akpr=1=k |

(b) Soit k € [1,n]. Ona k! =k x (k —1)! et

. n % n! B nx(n—1)!
k] T n—k)kxk-1D (n-1)—Fk-1))(k-1)"

Donc Vke[[l,n]], k<n>:n<n_1>.
k k-1
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" —1
(c) On en déduit que E,, = nz ( " ) pF(1—p)" 7k

linéarité 1 kE—1
Par le changement d’indice j = k — 1 <= k = 5 + 1, on obtient

n—1 n—1
En7p=nz<n;1 )pj“(l—p)’”1 = npz<n]_,1 )pj(l—p)"lj-
=0

linéarité -
Jj=0

)nfl

D’apres le résultat de la question 1., E, , =np(p+1—p =np x 1”1, Donc

E,,=np|

Exercice 4

1
1. Soit n € N*. Vo € R, 1+ 22 # 0, donc la fonction f, : x m est continue sur R
x
comme inverse d’'une fonction qui 'est et qui ne s’annule pas.

D’apres le théoreme fondamental du calcul intégral, f,, admet une unique primitive sur

R qui s’annule en 0, et celle-ci est définie par :

1

Ve eR, Fo(z)= | ————dt|
. (=) /o<1+t2>n

o1
2. Fi(z) = /0 mdt = [arctan(t)];. Donc ‘ Fy(z) = arctan(x) ‘

3. On pose t = tan(u). La fonction tangente est de classe ¢ sur }—g, g [

De plus, 0 = tan(0), 1 = tan <%) et dt = (1 + tan?(u))du.

Par la formule de changement de variable, on a :

! 1 T 1+ tan(u) 1 1 f
I=[) — _dt=| — " du=| ——— du= *(u)du.
/0 1+ 12)2 /0 1+ tan2(u))2 " /0 1+ tan2(w) " /0 cos” (u)du

11 2 in(2u)1%
DOHC[:/‘*MM: w sin@u))s L =
0 2 2 4 ],

INF

_|_

|3
o |

4. Soit = € R fixé. On pose u(t) =t et v(t) = (1 +t2)™". u et v sont de classe € sur R et
Vit € R, u/(t) =1et ?}/(t) = _Qnt(l + t2)fn71_

Donc, par intégration par parties et par linéarité de I'intégrale, on a :
xT 1 t x xT t2
dt = 2 —dt.
/0 L+e) [(1 T t%nh " ”/o 1+ )

T 1 T x t2
D dt = 2 ——dt (1)
onc /0 1+ 2)n 1+ 22" + ”/0 (1 + 2)n+1 (1)
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5. Soit z € R fixé. On a :

x 12 T 14421 Tl * 1
& — a = At | ———dt (2).
/0 (1 + )1 /0 (1422t nnéarité/o (1+t2)" /0 At @

x
Par (1) et (2), on a: F,(x) = D +2nF,(x) — 2nF,41(x).
Finalement |Vz € R, 2nF,11(z) = 2n — 1)F,(x) + ﬁ .
6. Sin =1, on obtient Vo € R : 2F(z) = Fi(x) + o arctan(x) + ﬁ

1
Donc |Vx € R, Fy(z) = 3 <arctan(:r3) + %) .
x

1 1 1
On retrouve ainsi que I = F5(1) = 5 <arctan(1) + 1+—12> = % + 7 car arctan(1) = %
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