PTSI Samedi 18 novembre 2023

Devoir surveillé n° 2

Ce devoir est constitué d’exercices entierement indépendants, pouvant étre traités dans un

ordre quelconque.

La qualité de la rédaction, la clarté des raisonnements, la présentation et ’orthographe font

partie des criteres de notation. Les résultats doivent étre encadrés ou soulignés.

L’usage des calculatrices n’est pas autorisé.

Exercice 1 (3,5 points) 1+1+1,5
S'tlft'h|—>'<x>t -
oient les fonctions h : z — arcsin | ——— | et u: x = ——.
V14 x? V14 a?
1
1. Montrer que u est définie et dérivable sur R et que Vo € R, u/(1) = ——-.
(1+22)2

2. Montrer que la fonction h est définie et dérivable sur R et calculer h’'(x).

3. Déduire de ce qui précede que, Vx € R, h(x) = arctan(z).

Exercice 2 (6 points) 1+1+1,5 +1 +0,5+1

On considere la fonction f définie sur R par f(z) = 32 — 37+l 42,

1. Etudier les limites de fen 400 et en —oo.

3
2. Montrer que f est dérivable sur R et que Vo € R, f'(z) = 21n(3)3" <3x — §>

3. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

4. Résoudre dans R ’équation f(z) = 0 et dresser le tableau de signe de la fonction f.

In(3/2)
In(3)

5. Montrer que f réalise une bijection de l'intervalle I = [ ,+oo[ dans l'intervalle

1

6. Expliciter la bijection réciproque de f|; : I — J (restriction de f & I).
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Exercice 3 (5 points) 1+1+0,5+1+1,5

n

1. (a) Calculer, pour tout n € N* Z 227 +1,
j=0
n n

(b) En déduire la valeur de la somme triangulaire S,, = Z Z 2717 en fonction de
i=0 j=i
n € N*.

2. Soient n € N* et p €]0, 1] fixés.

n
L’objectif est de calculer FE,, , = Z k < : ) PP —p)h
k=0

(a) Développer (a +b)"~ 1, ot a et b sont des nombres complexes quelconques.

—1
(b) Montrerquepourtoutke[[1,71]], k<:>:n<: 1).

(c) En déduire, a I'aide d’un changement d’indice, que  E, , = np.

Exercice 4 (5,5 points) 0,5+0,5+1,5+1,5+0,5+1

xT
1
Pour n € N*, on pose Vx € R, F,(x) = /0 e dt.
1. Montrer que la fonction Fj, est bien définie sur R.

2. Soit z € R fixé. Calculer F}(z).
b
3. Calculer I = / ——— dt a I'aide du changement de variable ¢ = tan(u).
o (1+12)

4. Soit = € R fixé. A I'aide d’une intégration par parties, montrer que

x 1 q T ) x t2 q
t= —dt.
/0 (RS D (T O "/o (14 ¢2)eH
x

5. En déduire que Vo € R, 2nF,1(x) = (2n — 1)F,(x) + a0

6. Expliciter alors F5(x) pour tout x € R.

Vérifier que 1’on retrouve ainsi le résultat de la question 3.

Mme Bouquier, Mr Robart Page 2/2 Lycée Jean Perrin Marseille



