PTSI1

Correction du Devoir maison n°5

Exercice 1 Pour tout n € N*, notons (E,,) I’équation
(1—i2)"(1 —iv3) = (1 +iz)"(1 +iV3)

1. si z est solution de (E,) alors (1 —i2)"(1 —iv3) = (1 4+iz)™(1 +iv/3).

En prenant le conjugué des deux membres de cette égalité on obtient

(1 —iz)"(1 —iv/3) = (1 +iz)?(1 +iv/3). En utilisant les propriétés du conjugué, on a
alors (1+i2)"(1+iv/3) = (1 —i2)"(1 —iv/3) ce qui implique que ‘? est solution de (E,,). ‘

1—iz

2. Posons Z = 1

. z est solution de (E,,)
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Et pour § = 7 [27],1 —iz = —1 — iz & 2 = 0 ce qui est impossible.
2 2kw
5. (E)@Z”—eS o Z=¢avecd =~ +"— ke [0,n—1]
3n
2 2k 1 1
Et 0 =72 ]®3Z+;:W[27r]<:>2<3+k> :n[2n]<:>k:%—§[n] ce qui est
impossible avec k € [[O, n— 1]]
. s km
Les solutions de (E,) sont alors | z = — tan (3 + > ke o,n—1]
n o n
Exercice 2 Soit ¢ la fonction de la variable complexe a valeurs complexes définie par
z—1—1i
=

l.1-i-Z=&2z=-isz=1++idonc|D, =C\ {1 +i}

|z —1—i] |z —1—i] e =11
2. p(z)| == ST T —
1—i—z | 1|| 1+1+z\ |z —1—i|

nombre complexe et son conjugué ont méme module

= 1 pour tout z €€ D, , car un

’cp n’est alors pas surjective‘ puisque tout nombre complexe de module différent de 1 ne

peut avoir d’antécédent par ¢.
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3.

4.

pz)=lez-1-i=1-i-Z&z+z=2<z2=1+iy,yc R\ {1} car z # 1 +1.

’@ n’est alors pas injective ‘ car 1 a une infinité d’antécédents.

¢~ (R) = {2 € Dy;p(2) € R}.
Or |¢(2)| = 1 pour tout z € D, donc z € o H(R) < ¢(2) =1 ou p(z) = —1.

la premiere équation a été résolue a la question précédente, il reste a résoudre la
seconde qui équivaut & z —z2 =21 z=x+i,r € R\ {1} car z # 1 +1

e IR)={z=2+i,z e R\ {l}ouz=1+iy,y € R\ {1}}

Remarque : si on résout 1'équation ¢(z) = a,a € R, on trouve comme unique solution

z=1+41pour a#1ou—1 ce qui est impossible, donc on se rameéne & a =1 ou a = —1.
Soit # € R. On évalue dans cette question ({ ew}).

a) arg(p(z)) = arg(z — 1 —1) —arg(l —i— 2) [27]
= arg(z — 1 —1i) + arg(1 +1+ 2) [27]
arg(z)=— arg(2)
= arg(z —1—1) + 7 +arg(—1 —i+ 2) [2n] = 2arg(z — 1 — i) + 7 [27].
arg(—z)=m+arg(z)

0—m

b) p(z) =€ = arg(z — 1 —i) = [7] car |@(z)] =1

c¢) Soient A le point d’affixe 1 + i.
L’ensemble des points d’affixes les antécédents par ¢ de €l est la droite passant par A

-7
avec ’horizontale, privée du point A.

formant un angle de

Pour 6 = g, cet angle mesure —Z.

D’apres la question précédente, V0 € R, e a au moins un antécédent par ¢ et d’apres la

question 2. p(C) C U donc,

pour que ¢ : D, — E soit surjective il suffit de choisir £ = U
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