Ecole Ouverte du lundi 19 octobre 2026

Ecole Ouverte 19/10/2026 — Corrections

1 Fonctions

Exercice 1  d/(z) =6(4z — 1) (22% —z — 1)5 sur R b(z) =2+ (92)4 sur R\ {2}
Tz —

d(z) = Arccos (1 —z)+ sur ]0,2[. A noter que c est encore dérivable en 0 avec

T
V2 — 2

d(0) = 0 en étudiant le taux d’accroissement :

c(z) — ¢(0)

= Arccos (1 — ) 229, Arccos(1) =0
x

—1 142z -1
d’(x):(1+x)21/1jxsur}—1,1[ e’(m)zmsm]o,e[

2z +3
_ 2.2 —3z+42 _
f(x) =32%(1 —z)e ?* 2 sur R J(z) = gy oW | — 00, —3[U]0, +o0]
B (z) = (In(chz) + xSh—x (chz)® sur R K (x) = 1 sur R*
chx 1+ 22

Exercice 2

1
() In (2% + 1) =1 =In(2z +1) & 22" + 1 =2ex feet o > —
e:t\/62+2e—2> 1

2 2
(b) Inx)?+3Inx—4=0et x>0 en posant X = Inx on obtient X =1 ou X = —4 puis z = e

A=4(e?+2—-2)>0,2=

oux=e*?

(c) In(z) +In(z 4+ 3) =2In(2) et > 0 & 2% + 3z — 4 = 0 et z > 0 donc 'unique solution est
r=1
7
(d) In(x+1) +In(x — 3) =2In(z — 2) et x>3<:>ac:§
(e) e** + % — 2 =0 en posant X = e® on trouve X = 1 ou X = —2 (impossible) donc la seule

solution est z =0

1+v/14+4In2
(£) 267 = ¢ 247 =2 A —144In2,2 — \/;—n
1+ 17
(g) ¥ —de™® =14 e®® —4 = e® et en posant X = e® on obtient X = —5 et I'unique
1+ 17
solution est = = In <+2>
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| | 1
(h) n(z) = n<a),a>0,a;«é,x>0,x7§1<:>ln2x:ln2a{:>lnx::|:lna<:>$:aoux:f
In(a) In(z) a

ces solutions étant strictement positives et différentes de 1.

ln(ﬂf) 111(:E) 1n21n3 In21ln3
- — 1 t ]. _— — @ln2—In3
In3 In2 et >0« nz In2—ln3<:>w ¢ >0

(1)

Exercice 3  Résoudre les inéquations suivantes :

1 In2
—235 -
(@) e > 5 =] -0, 22
1 1—+v1+4In4. .1 1+4In4
(b)ex<ze$2<:>x2—:p—ln4>06tS:]—oo, J;in[u] +\/2+7n,+oo[
() In (Z=2) 2 1 pour & €] — o0, ~1[AL, +00l, § = [, 1]
¢) In 11)2 pour x 00, ool S = [T

x
1
¢ +1 < 2 pour z # 0,5 =] — 00,0[U[In 3, +00]

1+\@>]

(d)

et —

(e) e‘”ZeQI—l,S:]—oo,ln< 5

2. /el 14
(f) In(e® —e™*) > 2 pour x > 0,5 =] In <e—1—2e+> ,+oo[

Exercice 4
1. Ve2? —3e*+2=e* -2 =1n2
2. ex—e_x—2m<:>x—ln(m+\/ )VmER

Exercice 5 Déterminer les limites suivantes :

1 1 1
(a) In(z +1) —In(2z —3) =1In <2:E i 3) et liIJ]rn ; i 3 = 5 comme limite d’une fraction
T — z—+o00 20 —

rationnelle, donc ET (In(z + 1) — In(2z — 3)) = —In2| par composition.

()\Fln< > Vrlnz + xln(z + 1)

Or lim +/zlnz = 0 par croissance comparée et hm VaIn(x + 1) = 0 par produit donc

z—0t

xli%l+ Vv ln ( 1) =0 |par somme.

(c) z\/x (e” ) — 2%¢3% donc lirf J:\/E(e_”“)3 = 0| par croissance comparée.
T—+00

T 1
(d) e* — 322 — 1 = 22 R donc| lim (e —3z? — 1) = +oo | par croissance
,’1,'2 1‘2 r—+00

comparée et produit.

(e) In(x) — 22 = 22 ( - 1> donc| lim (In(z) — 2?) = —oo | par croissance comparée et
T—>+00

produit.
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1 1 1 1 1 1 1
(f) nz+1) = @tz et lim n(a:i—i—) = 0 par croissance comparée,
x z+1 x z—+o0 x4 1
1 1 1
lim = T 1 comme limite d’'une fraction rationnelle donc| lim M = 0| par
z—=400 I T—+00 x
produit.

.2 1 .2 . .2 . . . 1
(g) re™™ = ~22%e . Or lim 2%e~® = 0 par croissance comparée et lim ~ = 0 donc
T T—r—00 T——00 I

lim ze *" =0 par produit.

T—r—00
= +2
3 4 222 2 X 1
(h) xxz—:f = f_:—l = ‘1X+X en posant X = e +oo lorsque © — 04
T
3 2 X X
2 1 X 1
%ei = (X + 2> %X ) avec Xl—i>r-I|-1<>o b +2= 2,X1_i>r£oo ey = +00 par croissance
. X o : .
comparée et lim ——— =1 comme limite d’une fraction rationnelle.
X—o+oo X +1
3 9 2
Finalement | lim x;_ixe% = +o00 | par produit.
z—0+t = +1

| 1 1
(i) n(z) = n(z) = donc| lim n(z)
er r ev z—+o0 e?

= 0| par croissance comparée et produit.

Exercice 6  Soit f la fonction définie sur |0, +oo[ par f(x) = 22 Inx.
1. On considére la fonction d définie sur |0, +oo| par d(z) = 22Inx — z + 1.

(a) d est 2 fois dérivable sur |0, 400 et d'(x) =2zlnx +x — 1, d’(x) = 2Inz + 3, pour

tout = €]0, o0 .

N

3
(b) d’(x) >O<:>1n:c>—§<:>a:>e_

xr 0 67% 1 —+00
d’(x) - 0 + +
(c) lim zlnz = 0 par croissance comparée donc lim d’'(x) = —1 et d’(1) = 0. D’aprés le
z—0 z—0

tableau de variation ci-dessus, on en déduit que d’'(z) < 0 pour tout x €]0, 1].

On peut aussi remarquer que 2zlnz < 0 et x — 1 < 0 pour tout = €]0, 1] et conclure

par somme.
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(d) On déduit également des variations de d’' et de d'(1) = 0 que d'(x) > 0 pour tout

x €]1, +00]
x 0 1 +00
d'(x) - 0 +

) \ ) /

On en déduit que d(x) > 0 sur |0, +ool.

2. f(1)=0¢et f'(z) =2xInz+ 2 donc f/(1) =1
y=rME-D+f(1)=-z+1
Une équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 1 est y = — 1
3. f(z)—(x—1) =d(z) > 0 sur |0, +oo[ donc la courbe de f est au dessus de cette tangente
sur ]0, +o0].
4. f(x) =2clnz+z=2(2lnz + 1) est du signe de 2Inz + 1 car x > 0
2Inz+1>0< 2 >e 2 et on en déduit les variations de [ sur |0, o0/

De plus lim f(z) = 0 par croissance comparée et lim f(x) = 400 par produit
z—0 Tt0+00

1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6

Exercice 7  On considére la fonction f définie par :
f(z)=1In (az—l— 1 —|—1:2>

On note Cy sa courbe représentative dans un repére orthonormeé.
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1.

(a)

(b)

()

Montrer que pour tout z € R, z + v/1+ 22 > 0.

V1422 > Va2, or Va2 = || et |z| > —z donc V1 + 22 > —z donc z + /1 + 22 > 0.
En déduire 'ensemble de définition de f.

Donc f est définie sur R.

f(a:):2<:>ln(x+\/1+73:2> =2or+Vita?=e 1422 = (62—35)2 car

1+22>0

4 4
-1 -1
dODCf(iU):2@1+$2=e4—262x+$2<:>x:6 .S:{e }

2¢2 2¢2
ez 7,29 1 et — ..
Or e~ 2,7, donc 5 R 5 et 202 < 0,1, donc 52 ~ 3,6 au dixiéme prés.

Montrer que pour tout x € R, f(z)+ f(—x) =0.
f(x)+ f(—z) =In [<x+ V1 —|—x2> <—x+\/1+x2)} =In(1+2%—-2?)=Inl1=0.
AinsiVz € R, —z € Ret f(—z) = —f(x), donc f est impaire.

Calculer la dérivée de f, et en donner une expression simple.

1+ 2z Vitalix 1
f/(ﬂf) _ 2v1+x2 V1+22? _

4+ Vi+ta? z4+VIt+a2 Vi+a?

Etudier les variations de f.
Vx € R, f/(x) > 0 donc f est une fonction strictement croissante sur R.

Déterminer I’équation de la tangente T' a la courbe de f au point d’abscisse 0.
f(0)=0¢et f/(0) =1 donc I'équation de T est : y = x.

Montrer que pour tout x € R, sh [f(x)] =x.
f@) _ o—f(2) f@) _ of(=2)
sh[f(x)]ze 26 = 26 :%<x+\/1+x2—(—x)—\/1+x2>:3:

Que peut-on dire des fonctions f et sinus hyperbolique ?

Ona lim f(z)=+o0 et comme f est impaire, lim f(z)= —oo, donc f (R) =R.
r—400 T—>—00

Comme f est strictement croissante, f est bijective de R sur R.

Or pour tout x € R, sh [f(m)] =z, donc f et sinus hyperbolique sont des fonctions

réciproques 'une de ’autre.

En déduire trés facilement la solution de ’équation shz = 2.

she =2z = f(2) donc S = {In (2+/5)}.

Exercice 8

1. ¥(x) =sh?(x) +sh(z) + 1= X2+ X + 1 oit X =shx. Or le trinéme n’a pas de racine

réelle et est donc a valeurs > 0 vu le coefficient de X2.
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2. On considére maintenant la fonction h :] — 1, 1[— R définie par h(z) = @) — 2 — 1.
h est deux fois dérivable sur | — 1, 1] et
h'(x) = ch (z)esh® — 1 et
B (x) = sh (z)e?® + ch2(x)es"® = (sha + ch2z)es*® = ¢(x)e™ @) car ch 2z = sh?z 4 1

pour tout x.

v /

" \ ) /

On en déduit que h est positive sur [—1,1].

4. Pour tout x € [0,1][ 1+ < @ car h(x) > 0 sur [0,1]

De plus, h(—z) = e %) 4+ 2 —1 > 0 sur [0, 1[. Or sh(—z) = — sh (z) pour tout z, d’on

e—sh (z) sh (z)

1
< T powr tout x € [0, 1], car la

>1—ax >0 pour tout z € [0, 1] puis e

fonction inverse est décroissante sur RY .

1
5. Soit p € N*. Dans l’encadrement précédent, on remplace z par z € [0, 1] pour tout entier

1 1

naturel k supérieur ou égal 4 2 : 0 < 1+ z < esh () < i

1— =

k

1 : :
On en déduit que In < > <k:> <ln T | car la fonction In est croissante

R
k

*
sur R

Orln( < . n(k + 1) — In(k)

et de méme, In —In(k—-1)

mu
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En sommant cet encadrement pour k allant de n & pn et en remarquant que les sommes
de droite et de gauche sont télescopiques (sommes de différences successives), on obtient,

pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 ,

pn
1
In(np+1) —Inn < Z sh <k> < In(np) —In(n — 1), ie
k=n
np+1 Ll 1 pn
1 < h (-] <1
" ( n > Z A\ & S
k=n
1
6. lim npt =pet lim =pdonc lim S, = lnp par encadrement.
n——+00 n n—+oo N — n——+00

2 Nombres complexes

Exercice 1

(2-i)2 (4—-4i-1)(1—2i

1. a= — = =—-1-2i
1421 )
y_bFi 341 DB+ G+DB+)
3-i 5—i 10 26
1365 +1)(3+i)—5(6+1)@B+1) 8 .
= —_ 4
’ 130 g5 T4
™ L (T . n
Cn = (cos (6) + isin (6)) = cos(nm) + isin(nm) = (—1)" pour tout n € N

car cos(nm) = (—1)" et sin(nmw) = 0 pour tout n € N

2. Déterminer les formes exponentielles des complexes suivants (ol z est un paramétre réel) :
3 3 3 3 im

= — = — e 3

a = =
1+iv3  2(1/2+i1V3/2) 2% 2

N9 i \ 9
<1+1> 2e1 9ir in
b: - = = e 2 —=e2
-1 \/ie_f

i 3 _in 3 2
c=—-a=€e"Tx—-e 3 =-=-¢3
2 2
o im
d —-3b 3e'Te2 4 sin
= = = e 3
ia? in 9 _aix

e = sin(z) —icos(z) = el(==%)

1 —itan(x) cos(z) —isin(z) e * 9iz T
— — = - =e t t -~ -
f 1+itan(z)  cos(z)+isin(z)  e® ¢ pour tout z 7 2 ]

3. P(2) =22+ 322+ 32+ 3 - 2i.
a)P(i) = 0.
b)P(z) = P(z) — P(i) = 23 — % + 3(2? —i2?) + 3(2 — i)

P(z) = (z —1)(22 +iz +i%) + 3(z —1)(z +1) + 3(z — i)
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P(z)=(z—1)(z +iz2 —1+32+3i+3) = (2 — 1) (22 + (3+1)z + 2+ 3i)

¢) P(2) =0 2 =iou22+(3+1)2+2+3i=0

i

A=B+i)2—-4(2+31)=9+6i—1—-8—12i = —6i =6e 2

§ =6t =V3-iV3
_ 34+V3Hi(-1-V3)
2

_ —3 — V3 +i(—1++3)
2

29 et z3

Exercice 2  Dans le plan rapporté a un repére orthonormeé (O, @, ¥), on considére les points
A, B, C et D d’affixes respectivesa = —1+i,b=—-1—14,c=2iet d =2 — 2i.

1.

B % — (—1 4 L4 14 . ,
2. CCZ_Z =3 _222, E (——Ij—)z) =3 j?jz = (1+ 1)1(5 + 30) = % imaginaire pur donc le triangle

ACD est rectangle en A.

3. On considére le point I d’affixe 1. Ona Al = | —1+i—1|=|—2+1i| = V5,
Bl=|-1-i—1|=|-2-i=+5,CI =1|2i—1| =+/5, A =|2—2i—1| = |1 —2i| = v/5.

Donc les points A, B, C et D sont sur un méme cercle de centre I et de rayon /5.

Exercice 3
1. On consideére le nombre complexe zg = —2 + 2+/3i.

(a) Placer I'image My de zp dans le plan complexe (on prendra 2cm comme unité).

e 23
} 21,
- FL
AV SR
l ! _;7 Q \l s
—2 e[V
O ) /
or 1
3
(b) 2o = 465
(C)i_le—ﬁl_l _l_lﬁ :_l_zﬁ
20 4 4\ 2 2 8 8
(d)
2. Pour z # 0
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() ct+iy 24y 22+92 a2 4g?
1
(b) Re(z) = Re (z) S x =

1 1 T — 1y x .y
z

m@xQ—i—yQ:lcaraﬁéO.
1
donc Re(z) = Re <> & [2|? =1 |z| = 1 car |z| est un nombre positif.
z
3. On consideére trois nombres complexes a, b, ¢ tous trois de module égal & 1.
1
(a) Démontrer que — = a.
a
ad = |a|> =1 donca= ~.
a
(b) Démontrer que ab + ac + bc = abe(a+ b+ ).
abc(a + b +¢) = aabe + abbe + abce = be + ac + ab car aa = bb = ¢¢ = 1.
(c) En déduire que |ab+ ac+ be| = |a+ b+ ¢|.

Par Qb) : |ab+ ac + be| = |abe(@+ b +¢)| = |al.|b].c]. |a + b+ c| = |a+ b+ c].

Exercice 4 On considére 'équation 22 — 2(sint)z + 1 = 0, o ¢ désigne un nombre réel.

T
1. Résoudre I’équation dans le cas particulier ot t = 1

Pour t = %, I'équation s’écrit 22 — 2z +1 = 0.

A=-2= (z\/§)2 donc les solutions de 1’équation sont :
\/i \/i iz \/i \/i s
21:7—2726 4et22:7+17:€4.

2. Résoudre ’équation pour une valeur quelconque générale de t.

A= (2sint)> —4=4 (sin®t —1) = —4cos®t = (2i cost)?,

2sint — 2icost o
donc z1 = 5 =sint —1icost = el(tff),
2sint + 2¢cost .
etZQZ%ZSint—{—icost:el(?_),

3. Résoudre I'équation 2* — 2(sint)22 + 1 = 0.

) ou 2;2 = ei(%_t),

VB

D’aprés ce qui précéde, on a 2% = eilt-

Donc S = {@i(%_%>’ —ei(%_%)’ei(g_%)7 —ei(%_%)}

Exercice 5 On cherche a résoudre dans C 'équation 2° =7 (E)
1. cos(49):1<:>49:0+2/~c7r<:>9:k:><g. S:{kxg,kez}.
2. B =ror@-1)=0c2(@—-1)(z+1)=0 S={-1,0,1}.
3. On considére une solution a € C de I'équation (E).

On a o =@ donc |o3| = [a] donc |af* = ||, donc, d’apres la question précédente, |o| est

égal & —1 (exclu), ou 0 ou 1.
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4. z =0 est clairement une solution de (E). Toute autre solution serait nécessairement de
module 1 et pourrait donc s'écrire z = €%,

Alors 22 =2 & €3 = e o %9 = 1 & cos(40) = 1.

D’aprés 1., les solutions de (E) sont finalement 0, e¥ = 1, 'z = i, €22 = —1, et %2 = —i.

4 4
k k
Exercice 6  Posons A = kg_l cos? <;T> et B = g sin? <;>

k=1
1 km km 4
_ 2 102 _ _
1.A+B—Zcos <9>+Sln <9>—Zl—4
k=1 k=1
4 4
k k 2k 2 4 6 8
2. A—-B = ;c052 (;) —sin? (97r> = ;cos (97T> = coS §+cos §+cos ér%—cosér
9 3 T n 2T n 8T T n 8T 1 T 81
=2C0S—COS— +COS— +COS— =COS— — —+CO0S— = ——, car M — — = —,
9 9 3 9 9 2 9 2’ 9 9

3. En déduire les valeurs exactes de A et B.

A+B=4 A=1
=4

_ 1

Exercice 7 Soit a un complexe de module |a| < 1.

1. Démontrer que, pour tout nombre complexe z tel que 1 — az # 0,

2 (—laP) (1 -12P)

] z—a|”
1—az |1 —az|?
L _|z-a 2 (z—a)(z—a) _ (1—az)(l—az)—(»—a)(z—a)
1—az (1—-az)(1—az) (1 —az)(1—az2)
l+azaz—22—aa  (1—aa)(1—22) (1—la?) (1—|z?)
T (1-an)(1-ad)  1-a? 11— az|?
2. Déterminer les nombres complexes z vérifiant ‘ 12 —7a <1
—az
z—a —al?
On a — | <1& ‘ - <1
1—-az —az

(1= laf?) (1 —12%)
i-a 2"

D’aprés la question précédente, c’est équivalent a
or par hypothése, 1 — |a|? > 0, et bien str |1 —az?> >0

donc c’est encore équivalent a4 : 1 — 22> 0& 22 <1 & |2 < 1.

I’ensemble des nombres complexes vérifiant la relation < 1 est ’ensemble des

—az

nombres complexes de module inférieur ou égal a 1.

Exercice 8
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1 + cos(2k0)

1. Soient # € R et k € N. | cos? (k) = 5

2. Soient 6 € R\{km, k € Z} et n € N*.

(a) ¥ =1 =20 =2kn, k€ Z <= 0 = kr, k € Z. Donc e%? £ 1 et

no 1 — Q2i(n+1)0
_ 2i0\k __
S”_kz_o(e )= 1 _ o2if
En factorisant par I’angle de moitié, on obtient :
g — (e_i(”+1)9 - ei(”+1)9) el(nt1)0 _ —2isin((n 4 1)8)e™?
" (e710 — ¢if) eif Euler —2isin(6)
i 1)6) ; i 1)6
Donc Sn:W—+He‘”0,avecA:m((,TL—+))€Reta:n9€R.
sin(0) sin(0)
1 + cos(2k0)
e - (2
(b) Z cos? (k) kzo 5 fremite 2 Z Z cos(2k0).

olvre

B B g ~ sin((n + 1)8) cos(nd)
Z l=n+1let Zcos(Qk:@) e Re (Z(e2 9)’“) o) S0 (0) .

k=0 k=0 k=0

- ~n+1 sin((n+ 1)) cos(nd)
D cos’ (k) = = 2sin(6)

Donc
k=0

3. Si0 =m/9 et n=4, on obtient :

1+ cos (9) + cos? <2W) + cos? (3;) + cos? (47T> = > + sin(57/9) COS(47T/9).

2 2sin(7/9)

sin (57 Ycos (57 ) = 5 [sin (G + ) sin (O = )| = 5 st +5m ()]

Comme sin(7) =0, on a :

1 + cos? ( >+c052 m + cos? gl + cos 41 +
9 9 9 9
2 3T
Donc, | 1 4 cos? (g) + cos? (;) + cos? ( 9 > + cos? < >

sin(m/9)

)
T2 4sm(7r/9)

— 4430
Exercice 9  Pour z € C\{2 — i}, on pose f(,z:):'27+.l
z—24+1
V2 V2
Lt 5.)_2—51—4+3i_—2—2i_1+i_1—1_\@(2— -
' Y= 4 S T T S 2 -
1—i V2
Donc | f(2 — 5i) = 5 ' _ \ge_”/‘l )

2. Soit w € C fixé. Pour z € C\{2 —i}, on a :

z—4+4+3i

fl)=w e z—241

=24
2

1
1

=w <= z—443i = 2wt (—2+H)w <= 2(1—w) = 4-3i+(—2+])w.
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1-3i+ (—2+i)w
1—w '

Si w # 1, 'équation f(z) = w admet pour unique solution zy =

’Si w =1, Péquation f(z) = w n’admet pas de solution |, car

4-3i+(—2+1)w=2-2i#0.
. Soit z€ C\{2—1i}. On a :

z—4+ 31

S e AAsi= 224 (—2+1)z <= 22+ (=3+i)2+4-3i = 0,
z — 1

f(z) =2+

qui est une équation du second degré de discriminant A = (=3 +1i)? — 4(4 — 3i) = —8 + 6i.

On cherche § =z + iy, =,y € R, tel que

¢t —y* = =8 z¢ = 1

=A== oy - 6 = {2 9

24+y? = J(-8)2+62=10 ry = 3>0

Donc 6 = 1 + 3i convient et les solutions de I’équation f(z) = z sont

3—i—1-3i 3—i+14+3i
z1:412 *1:1—2ietz2: 1—; * 1:2+i>

qui sont les affixes des seuls points du plan invariants par f.
. Soit z € C\{2 —1i}.

Correction géomeétrique :
|z — 4+ 3i
|z — 2 +1i]
B(2 —1) et M(z)

lf(2)] =1 =1<=|z—z4|=|2—2B| <= AM = BM ou A(4 — 3i,

Donc ’E est la médiatrice du segment [AB] |, qui ne contient pas le point B évidemment.

Correction analytique :

|z — 4+ 3i]
=l

car tout est positif. Donc

—1l<=|z—4+3i=|z—-2+i%

lf(2)| =1« (z—4-3i)(2—4+3i) = (z—2-1)(2—2+1) <= —2(2+2)—2i(2—2)+20 =0

En posant z = x + iy, (v,y) € R2\{(0,2)},on a |f(2)|=1<=2—-y—-5=0

On vérifie que z = 2 — i n’est pas solution
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Donc ’E est la droite d’équation x —y — 5 =10

5. Soit z € C\{2 —i}.

Correction géométrique :

— —
72 CiR «= (BM,AM) = Z + kr k € Z ot A(4—3i, B(2—1) et

iR
f(z) ei <:>Z_ZB 5

M(z)

’F est le cercle de diameétre [AB], privé du point B ‘

z—443i z—44 31
C ti lyti : iR — | = d
orrection analytique : f(z) €1 (:><z—2+i) S o4 dome

f(2) € 1R < (2—4—31)(2—2+1) = (4—3i—2)(7—2—1) <= 222—6(2+7)—4i(z—7)+11 = 0.

En posant z = x + iy, (z,y) € R?\{(0,2)}, on a :

f(2) €iR <= (2*+4y*) —6x+4y+11=0

— (-3 4+ @Wy+2?=9+4—-11=2.

Or x = 2,y = —1 est solution de cette équation donc

F est le cercle de centre Q (3 — 2i) de rayon r = v/2, privé du point B d’affixe 2 —1i|.

3 Bijections

e —1

Exercice 1  Soit f 'application de R dans R définie par f(z) = — 1
e

1. Pour tout x € R, —e” —1 < e — 1 < e®+1 et en divisant par e* + 1 > 0 on obtient

—1 < f(z) < 1 pour tout z € R.

De plus, lim f(xz) = —1 par quotient et lim f(x) =1 donc f prend toute valeur < 1
T——00 T—+00

et toute valeur > —1. Ainsi,

J = 1) =] - 1.1[]

1
2. y:f(x)(:)y(ex+1):ex—lﬁe“(y—l):—l—y@exzﬁiyet
-y

1
y#l@len(ﬁ) ety €] —1,1]
Yy

Pour tout y €] — 1, 1], il existe alors un unique x dans R tel que y = f(z) donc f est

] -1,1 — R

bijective de R dans | — 1, 1] et 142
x — 1 < )

— T
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Exercice 2 2/ = f(2) =242z < 2’ + iy = 3z — iy donc f est bijective de C dans lui-méme

.,
avec z = = — iy

1 1 2
Orozz+ﬁ2:(a+ﬁ)x+i(a—ﬁ)ydonca+ﬁzgeta—B:—l d’oﬂa:—g etB:§et

1 2
fﬁl(Z):—§Z+§§
. z+1i ,
Exercice 3  f(z) = - de C\ {i} dans C\ {1}.
z—1
z+1 . . . . . :
Z=fz) =2 = —etzAied(z—1)=z4+iletz#iS 22 —1)=i+iz et si
z—1
, i(2' +1) SR N ,
2 #1,z= T donc I'application f est bijective de C\ {i¢} dans C\ {1} et
P

f7heC\ {1} — C\ {3}
i(z+1)
z—1

z

Exercice 4

1. Vz € R, 1+ 2% > 0. Donc ’u est définie et dérivable sur R|, comme quotient de fonctions

qui le sont, dont le dénominateur ne s’annule pas. De plus, pour tout x € R, on a :

/ 2
1>< 1+$2—$Xﬁ_1+$2_z‘2 1

u'(x) = X :
() /71+$22 /].—l—LUQ 1+l’2
1
Comme V14 22 = (1 —i—xz)%, on a bien : |Vz € R, u/(z) = ——|.
(1+27)}
2. La fonction arcsin est définie sur [—1,1] et dérivable sur | — 1,1][.
our tout z € R, |z| = V22 < V1 + 22 donc |u(z :i<1car\/1+x2>0.
P R 2 1 2.d |

V14 22

Ainsi, Vx € R, —1 < u(x) < 1. Donc ’ h est définie et dérivable sur R ‘, comme composée

de fonctions définies et dérivables. De plus, pour tout z € R, on a :
u'(x) 1 1 1 1

h'(z) = = X = X
()

=

T—u(@)]?  (14a2)2 - (14 22)3

Donc |Vz € R, B (z) = ﬁ = arctan’(z) |

3. On en déduit qu'il existe une constante C' € R telle que Vo € R, h(z) = arctan(z) + C.

h(0) = arcsin(0) = 0 = arctan(0) donc C' =0 et ’VJ) € R, h(x)= arctan(x) ‘
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Exercice 5

1. Pour tout réel z, f(z) = 3% (3% — 3) + 2 = 2 1) (e21n(3)

—-3)+2.

In(3) > 0 donc

rT—r—00

f(x) — 2et f(xr) — +o00|, par opérations sur les limites.

T—+400

2. Pour tout réel z, f(x) = e>*1"B) — 3e7n(3) 4 9,

Donc f est dérivable sur R comme somme de composées de fonctions dérivables et

f/(z) = 2In(3)e2*nB) — 31In(3)e* () = 21n(3)3%* — 31n(3)3" = 21n(3)3* (37 — 3)

Donc

Vz € R, f'(z) = 2In(3)3" (

z O
v 3]

3
3. Soit z € R. f/(z) est du signe de 3" — 5 car 21n(3)3* > 0. De plus,

3 3 In(3/2)
T —— T> e 1 1 2
3 2>0<:>3 >21Hﬁ:mxn(3)> n(3/)1n<§;0;v> n(3)
s In(3/2)\ _ 2m@)5%2 o @S Lo — (/1) _gen(3/2) 4o 9 o 1
In(3) 4 4
On en déduit le tableau de variation de f :
v | e w72 o
f(z) - 0 +
2 +00
fw | T
_1
4

4. Soit x € R.

f) =0+ (392 -313"+2 =0 <

racines évidentes 1 et 2. Donc

X2 -3X+2=0
trinéme du second degré de

X =3

fz)=0<= (3*=10u3* =2) < (zIn(3) = In(1) ou zIn(3) = In(2))

Donc

In(2
Pensemble des solutions de I'équation f(x) =0 est S = {0; n(2) }

A Taide du tableau de variation de f, on en déduit son tableau de signe :

x —00 0 iﬁ% +o00
f(zx) + 0 — 0 +
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In(3/2)
In(3)
croissante. Donc, d’aprés le théoréme de la bijection et le tableau de variation de f,

5. Sur lintervalle I = [ , +00 [, f est continue (car dérivable) et strictement

1
f realise un bijection de I dans lintervalle f(I) = J = [—4, 400 [ .

h43/2)<+oo{

1
-, +o0 [ fixé quelconque et x € [ n(3)

6. Soit —
ol ye[ 1

- 3\* 1 3\’ 1
1
De plus, y + 1 >0 et xIn(3) > In(3/2) (car In(3) > 0) donc 3* > g (car la fonction exp

est croissante sur R). Donc

. 3 1 . 3 1 (3 1
y=f(zr) <=3 —5= y+z<:>3—2+ y+4<:>a:ln(3)—ln<2+ y+4>

L In(3/2) .
—_— o0 e 0
4’ In3 ’
Dou| 71 1
ot fir In <g+\/x+4
v In3

4 Sommes et produits

Exercice 1 Soit n € IN*. Calculer les sommes et produits suivants

1. ZQ"“ 3. iz%“ (z € C) 5. ﬁ2k2
k=1 k=1

k=1

n gk n
2k—1
2> s 4 12
k=0 k=1

Corrigé
1 100
100 100 k 1- <)
1 1 2 1
—k _ _ _
LY 2t=Y (5) =5 = g
k=1 k=1 1- 5
3 n+1
n_ gk n 3\ 1- (4> 3\ 1+l
2 3 -3 (5) e =s - ()7)
k=0 k=0 1-2
4
2n+3 3
z —Z .
n " N Gt =R
3 Zz%-l—l _ ZZ (22)14: _ 22 -1 _ .
: = = =3\n siz=1
k=1 k=1 nz siz==+1
—n siz=-—1
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n

1 2n(n+1) 2n2+n 5
2%—1 _ TT L. o2k s _ _on

4, | | =T[5 -2% =5 1y = =2
k= 1

Exercice 2 Exprimer avec des factorielles :

n—1 n

1.Hn_

k=1 k=1 k:l

Corrigé

1. Avec un changement d’indice j = n — k dans le produit du dénominateur :

I &

n
k=1 n!

— T on—1 - =1
T I
k=1 j=1

n—1
I %
k=1

5

Tl

2. On utilise les régles d’un produit

n n

IIMk+1k+2::fI f1k+1 [Ix+2

k=1

k=1
n+1 n+2
=nl. Hj : Hj
j=2  j=3
2)!
=nl(n+ 1)!(7142—)

_ (a)(n 4 1)l(n +2)
2

n
2k
3. Soit n € N*. Pour écrire u,, = H 5% 1 a l'aide de factorielles, on remarque que
k=1

n 2k

H 2k kl;ll( ) _ 2x4x---x(2n)

o 2k —1 11 (2k 1) Ix3x---x(2n—-1)
k=1

On introduit alors les nombres pairs au numérateur et au dénominateur

B [2x 4% x (2n))? C[2x4x-ox (20)
I o3 xdx - x(2n—2) % (2n—1) % (2n) (2n)!
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On exploite enfin tous les facteurs 2 du produit des nombres pairs :
n n
2x 4% x(2n) =[] @k =2" ]k =2"n

k=1 k=1

Finalement

u _(@m)? 22 (n)?
1;-[ (2n)! (20!

n
Exercice 3 Soit z € C et n € IN*. On pose S, = Zkzk_l.
k=1

n—1
1. Justifier que S, = Z(k +1)2F
k=0
2. En déduire une expression simplifiée de zS,, — S,,, puis de S,,.

Solution

1. Par changement d’indice j =k — 1

- n(n+1)
2. =1. Al 'n = k=
On suppose que z ors | S ; 5
On suppose z # 1. Alors
n—1 n n—1 n n—1
Sp — Sp —szzk ! Z (k+1)2F = Zkzk —Z(k:+1)zk = Zk‘zk—Z(k‘—l—l)zk
k=0 k=1 k=0 k=0 k=0

On régroupe les termes d’indices communs et par linéarité :

n—1 n—1 n_ 1
28y, — Sp =nz" +kzo (k+1))2* nz”—;ozk:nz”—z_l
Soit
nZ™t — (n+1)2" +1
- 1S, =
(2 ) z—1
Finalement
g Nz H_(n+1)2"+1
" (-1

Page 18/22 Lycée Jean Perrin, Marseille



Ecole Ouverte du lundi 19 octobre 2026

Exercice 4 Soit t € R.

1. Exprimer sin®# en fonction de cos(2kt) pour k € [0; 3].

2. Exprimer cos(6t) en fonction de cost.

Corrigé

elt

—it\ 6
1. Avec les formules d’Euler sin® ¢ = (2) , on trouve en développant avec le bindéme
i

(a+0)® = a8 + 6a°b + 15a™b? + 20a3b® + 15a%b* 4 6ab® + b5

1
sinf ¢ = 3 (— cos(6t) + 6 cos(4t) — 15 cos(2t) + 10)

2. Avec la formule de Moivre : cos(6t) = R((cost +isint)%). On obtient en développant avec

le binéme et prenant la partie réelle :

cos(6t) = 32cosbt — 48 cos?t + 18 cos?t — 1

Exercice 5

1. Soit n € IN. Calculer Z <]> et Z <z> <k>
0<i,j<n 0<k<i<n

2. Soient n € IN* et & € C. Calculer les produits H i et H z

1<4,5<n 1<4,j<n
Solution
1. On a
S ()22 () ~xx()reryr-rr
0<ij<n =0 j=0 J —0 =0 =0
Stysn =07=0 ~ 1=0 g= i=
=0 si j>i
Puis
AW " /0 (i "\ (i bino " /n bino
nome , 1mome
= = = x2' =" (241)" = 3"
> (W20 -2 050 =) e
0<k<i<n =0 k=0 1=0 k=0 =0

2. Le 1¢* produit n’est pas "symétrique". Il y a donc deux approches :

) n n ) n n -7 n ) i ] n(nil
1 7-1] (H if) -11 <H1> ~ T = )= = ()™=
j=1 \i=1

1<i,j<n j=1 i=1 j=1

Page 19/22 Lycée Jean Perrin, Marseille



Ecole Ouverte du lundi 19 octobre 2026

ou
n(n+1)

ij:,H H“ :H i :17—[(@”(2*”):01[@)2

On trouve ainsi dans les deux cas

. n(n+1)
[ @ = ™"

1<i,i<n

Attention avec les produits! on sort les constantes élevées & la puissance du nombre de

facteurs :

n
n n
n ,
- (MTer) (11
i=1 j=1
n n n "
- (H w) 11+
i=1 j=1
La encore, les variables étant muettes :
n 2n i . 2n 9
. . 7 n(n+1)\ <N
I - (1) = (=) =)
1<i,j<n i=1

Finalement

. . 2
H 2T — n (n+1)

0<t,5<n

5 Ensembles et dénombrement élémentaire

Exercice 1 Soient A, B et C des parties d’un ensemble E telles que :

ANB=AUC e AUB=ANC

Montrer que A = B =C.
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Corrigé On a évidemment A C AUC. Or on donne AUC = AN B. Comme on sait que
AN B C B on en déduit que A C B.

De méme BC AUB=ANC donc B C C.

Enfn CCc AuC=ANnB C Adonc C C A

On a donc prouvé que A C B C C C A. En particulier A C B C A donc A = B par double
inclusion.

De méme A Cc C C A donc A = C. Finalement on a bien établi A = B = C.

Exercice 2 Soient F un ensemble. Pour A, B deux parties de E on définit

AAB=(A\B)U(B\ A)

Soient A, B deux parties de F.

1. Montrer que la réunion définissant A A B est disjointe.
2. Montrer que AAB=(AUB)\ (AN B).

3. Montrer que AA B =AA B.

4. Simplifier AANE, AAD, AANA.

5. Résoudre l'équation A A X = @ d’inconnue X € Z(E).

Solution

1. On peut réécrire AAB = (AN B) U (BN A) de sorte que

(A\B)N(B\A)=(ANnB)N(BNA) CANA=02

dott (A\ B)N(B\ A) = @
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2. On calcule le membre de droite

(AUB)\(ANB)=(AUB)NANB=(AUB)N(AUB)
N

=(ANA)U(ANB)U(BNA)U(BNB)

= =g

{

=(ANB)U(BNA)=(A\B)U(B\A4)

= AAB

3. On calcule

AAB = (AnB) U (BN (4))
=(ANB)U(BnNA)
=(BNA)U(ANDB)

— (B\A)U(A\ B) = (4\ B)U(B\ 4)

AAB = AAB

4. On a facilement

AAE=E\A=A
AN =A\o=A

AAMA = (AUD\ (ANA) =E\@=E

5. Soit X C E telle que AAX =@, s0it (A\X)U(X\A)=etdoncA\X=20=X\A4
(sinon la réunion serait non vide). La premiére égalité A\ X = & équivaut & A C X, et la
deuxieme X \ A = &, a X C A, soit par double inclusion, nécessairement X = A.
Réciproquement, si X = A alors on a déja calculé AAA = & et donc A est bien solution
de I’équation.

Par conséquent : AAX = @ <— X = A.
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