PTSI1

Correction du Test n°11

Sujet A

1.

1
2. A= {(—1)" +—,n¢€ N*}
—1< (—1)"+ — <2,Yn € N* donc A admet une borne inférieure et une borne

supérieure en tant que partie non vide bornée de R.

Comme (—1)271 + — —1 lorsque n — 400 , inf A = —1.

2n +1

Mais —1 ¢ A , donc A n’admet pas de minimum.

1 3
Pour n > 2,(-1)" + <1—|—§d0ncsupA:maxA:§.

1
n

3
3

3. (a) Soit (ag), une suite réelle. Montrer par récurrence que Vn € N*,

Initialisation Pour n =1,

1
D
k=1

1
=laq] et Z lak| = |a1|, donc l'inégalité est vérifiée.
k=1

n n
> an| <Yl

k=1 k=1

Hérédité Supposons qu’a un rang n on ait

n+1

D>
k=1

n n

>

k=1

On a < + |an+1] par inégalité triangulaire

Qg + Qnt1
k=1

n n+1
< Z lag| + |ant1| = Z lax| d’apres Phypothese de récurrence
k=1 k=1
n n
Conclusion On a démontré par récurrence que Vn € N*, Z ag| < lag|.
k=1 k=1
—1)"si 1
(b) Soient n € N*, k € [1,n] et « € R. Montrer que (Z1)" sin(nz) < —.
n + k2 n

Pour tout n € N*, k € [[1,71]] et x € R, [(—=1)"sin(nx)| = |sin(nx)| < 1 et

1 1
2
|n+k|>nd0ncméﬁ

ot (=1)"sin(nzx) < l
n+ k2 n
(c) Vn € N, Vz € R, (—=1)"sin(nz) < (—=1)"sin(nz) < 1 . l
—~  ntk? — n + k2 pt n
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PTSI1

Correction du Test n°11

Sujet B

1.

2 1 fon (L) el

1
—1 <sin <—> < 1,Vz €]0, [ donc A admet une borne inférieure et une borne
x

supérieure en tant que partie non vide bornée de R.

2 1
Or — et — sont dans U'intervalle ]0, 7r[ avec sin 5 | =1 donc sup A=max A=1et
T T
T
i L 1d
Sin 7 = — onc
3T
inf A =min A= —1..
3. Soit (u,) définie par ug =2 et Vn € N, up4q1 = 5 —tnu%
1
(a) Montrer que Vn € N, |up41] < §|un|
Vn €N, |2+ u2| > 2 donc \let [unt1] < =|up|
" 24+uZ| "2 -
(b) En déduire, a 'aide d’une récurrence, que Vn € N, |u,| < Py
Initialisation uy = 2 et — = 2 donc l'inégalité est vraie au rang 0.

271

Hérédité Supposons qu’a un rang n on ait |u,| < o1
1 1 1 1

on a alors |up41] < §\un\ < ST = on

Conclusion On a démontré par récurrence que Vn € N, |u,| < o1

(c) Trouver un entier p tel que u, est proche de 0 a 1073 pres.

u, est proche de 0 & 1073 pres si |u,| < 1072 donc il suffit de choisir

1 3In10
-3 p—1 3 _
2p_1§10 =2 >10°< (p—1)ln2>3mnl0<p> o

+1

3In10

Or pe Ndonc p=| o

| + 2 convient.
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