PTSI

Correction du devoir surveillé n°3

Exercice n°1 (Calcul algébrique & application) ( 5 points:1) 2.5 2) 14-3x0.5)

n 7 n
Lo =il => | D =N+ > G—9)
1<4,j<n i=1 \j=1 j=i+1
7 n .. . .

. . o it +1 n+i+1)(n—1 . .
Z(z—])—i— Z(]—z):ZZ— ( 5 )+( 2)( )—z(n—z)
j=1 j=i+1

1 1
:5(¢2—¢+n2—z’2+n—z‘—2m+2i2):i2+(—1—n)i+%

donc

Z . n(n+1)(2n +1) N (=1 —n)n(n+1) N n?(n+1) n(n+1)(2n—2)
6

— 2 2 2 3
1<i,g<n
., nn+1)(n-1)
S oli—dl= 2
1<i,j<n
Correction 2 |i — j| = |j — i| donc Z li—j] =2 Z (i —7)
1<i,j<n 1<j<i<n
2. On considere Papplication ¢ : C\{—3} — C\{i} qui & z associe ¢(z) = 1z+—31
z
Soit w € C\{i}, pour tout z # —3
3w =i — i (WD) = —Sw—ie = oy
w = z w=lz—iezw—i)=-3w—-iez= w#£i
z+3 i—w

donc 'équation w = ¢(z) admet une unique solution pour tout w € C\{i} et z € C\{-3}

ce qui signifie que ¢ est bijective de C\{—3} sur C\{i} et son application réciproque est

_3z+i
-z

¢! : C\{i} = C\{—3} qui & z associe ¢~1(2)

Exercice n ° 2 (Pivot de Gauss) ( 5 points: 1) 1.5 2) 1.5 3) 2)

(

r + Y + az = 1 L
(Sap):q az + (a—1y + 2z = 1 Ly ©
| Tz + Y 4+ z = b+1 Lj
r + y + z = b+1 L3 — Ly
(a—1)z = —b Li—Ls— Ly <
— vy + (1—-a)z = 1—ab—a Ly—als— L3
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( - b
== 1—a
y = b—14+ab+a —(La + L3)
b
\x = 2—ab—a—1_a
r + y + z = 1 Ly

[Sia=1] (Si4):{ 2 + oz = 1 L

r + y + z = b+1 Lg

r = 1-t¢
Sideplusb+1=1&b=0alors (S10):{ y = 0 etsib#0alorsS=70
z = t

\
Conclusion (S, ;) est compatible pour tout a,b € R saufsia =1et b#0

Si a # 1 alors ’ensemble des solutions est un point de coordonnées

b b
29— a—ab— —— b-1
(2—a—ab 1_a,b —i—ab—i—a,l_a)

Sia=1et b= 0 alors 'ensemble des solutions est une droite de représentation paramétrique

r = 1—1t
y = 0, teR
z = t

Exercice n°3 (4 points:0) 0.25 1) 0.25+1 2) 1.5 3) 1)

Soit (E) (1 +sin®*(z)) ¢’ + sin(2z)y = arctan(z).

1. sin(2x) = 2sinz cos

25si o
2. (H): (1+sin®(z))y +sin(2z)y =0 <y + w;; =0car 1 +sin?(z) Z0Vr €R
1+sin“z
2sinx cosx . . . .
a(x) = 1%—72 est une fonction continue sur R comme quotient de fonctions
sin“

continues sur R dont le dénominateur ne s’annule pas.
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Donc a admet des primitives sur R et A(z) = /a(m)dx = In(1 + sin” z) car

2 U N } _ —1n(1+sin2x _ c
sin“z) = 2sinzcosz et yy(x) = Ce = —
( ) yH( ) 1+ sin? x

S {z— ¢ CeR,zeR}

=z T . 9 y L
() 1 +sin?z
C
3. On pose yp(z) = L)z et on a alors C'(x) = arctan x
1+sin“z

1
C(z) = /arctanx = garctanx — / 1 fo = rarctanz — 5 In(1 + 2?) en posant

' =1,u=x,v=arctanz,v = oo et v étant ¢! sur R d’ou
x

1
x arctan x — 5 In(1 + z?)

Yp(z) =

1+sin?z

1
C + zarctanz — 3 In(1 + z?)

S(E):{:El—> ,CGR,xGR}

1+sin?z

Exercice n°4 (6 points: 1) 0.25+0.25 +0.52 2) 2 x 0.5 3) 2.54) 1 +0.25 +0.25 )

(Ea) 1 y" — 20y + (1 + a?) y = cos(x) — sin(x).

L (Ho):y' =20y + (1+0?)y=0 (Ks):r*=2ar+ (1+a?) =0

A =402 —-4(1+a?) = -4 ‘ 721 =a+1i zlza—i‘

(Ko): (z—a—1)(z—a+i)=0

2. SECHa) = {Cle(a+i)$ + CQG(a_i)xa Cl, C2 S C}

S(RHQ) ={e* (Acosx + Bsinzx), A, B € R}

3. (Eg) cy =20y + (14 a?) y =

Si e # 0] alors on pose z, o = Ae'® car i n'est pas racine de (K,)

On a alors 2, , = Aie'” et 2, , = — e
En remplagant dans (E(C) on obtient A = 1 et| yC, = _t el”
@ a? — 2ia pa a2 — 2

alors alors on pose Z;(;JO = Azel car i est racine simple de (K,,)

On a alors z o = A (1 +iz) e et 2, = X (21 — z)e'”
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1
En remplacant dans (Eéc) on obtient A\ = % et ygo =5 e
1 b

4. cos(x) — sin(x) =Re (eix) — Im (eix)

Donc, d’apres le principe de superposition, y, . = Re (yg: a) — Im (y‘c )

p7a
1 : 2i
alors yg’a = 55 el = a(o;j_;l) (cosx +isinx)
1
D’ou Re (yga) = ¥ iia (acosz —2sinz) et Im (yga) = B i (asinz + 2 cos z)

(e —2)cosx — (a4 2)sinz

Yp,ao =

a? + 4o
c _ (a=2)coswr—(a+2)sinw otile il
Stea) =1 T o + Cpelete 4 Chele—ie 0y 0y € C}
R (l@a—=2)cosz — (a+2)sinz ] .
S(Ea)—{ o 1 da +e* (Acosx + Bsinx), A, B € R}

T
alors ygo =5 xe'® = % (cosx +isinx)
: i

D’ou Re (ygo) = gsinx et Im (y;g,o) = —% cos ¢ donc

X .
Ypo = 5 (cosx + sinx)

Gy = {2 (cosz + sina) + Crel® + Coe ™, 01, Cy € C}

2

S(REQ) = {g (cosz +sinz) + (Acosx + Bsinx), A, B € R}
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