PTSI1

Chapitre 11

Nombres complexes 11

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O, o, 7)

1 Transformations du plan

Théoreme 1. La transformation du plan qui a tout
point M(z) associe le point M’'(Z) est la symétrie

axiale par rapport a l'axe des abscisses.

Définition 1. Soit @ un vecteur d’affixe a.

En associant & M d’affixe z, le point M’ d’affixe 2/ =
z+a, on définit une transformation du plan appelée
translation de vecteur E?, d’écriture complexe z +—>

z+a.
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Définition 2. Soit £ € R*. En associant a M d’affixe
z, le point M’ d’affixe 2’ = kz, on définit une trans-
formation du plan appelée homothétie de centre O

et de rapport k, d’écriture complexe z — kz.
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Remarque Si on note h 'homothétie de centre O et de rapport k, alors pour tout M # O :

—
M' = (M) = OM’ = kOM

Définition 3. En associant a M d’affixe z, le point
M’ daffixe 2/ = €2, on définit une transformation
du plan appelée rotation de centre O et d’angle 0,

d’écriture complexe z — €l?z.
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M'(2 = €?2)

M(z)
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Remarque Si on note r la rotation de centre O et d’angle 0, alors pour tout M # O :
oM’

5if = 1ot (OM,0M") =0 [2n].

M =r(M)

Définition 4. Soit f une transformation du plan.

Un point M est dit invariant par f si f(M) = M.

Propriété 1. L’ensemble des points invariants par une transformation f est I’ensemble des

points dont l'affixe z vérifie f(z) = .

Définition 5. La translation de vecteur nul, 'homothétie de centre O de rapport 1, la rotation
de centre O d’angle 2k, k € Z laissent tout point du plan invariant.

Une telle transformation est appelée identité du plan et notée Idp.

Exemple 1. f est la transformation d’écriture complexe f(z) = (V2 +iv2)z +2 —1i .

Montrer que f est la composée d’une homothétie et d’une rotation de méme centre.

2 Reésolutions d’équations z" = a, a € C*

Définition 6. Soit n € N*.

On appelle racine n-ieme de l'unité tout nombre e'’s

complexe z vérifiant z" = 1.

e's
L’ensemble des racines n-iemes de I'unité est noté
U,={2€C/ 2" =1}. 1
; 6
Exemple 2. Déterminer et représenter géométrique- e'’s
ment Ul, [UQ, Ug et U4. .87
e's

2im

Propriété 2. Soit un entier n >3 et w=¢€"n .
2ikm
L2t=1e (:=e™ ke [on—1])
2. U, ={1l,w,...,w" 1};

3. 14w+...+wl=0;
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4. 'image de U,, est un polygone régulier a n cotés, inscrit dans le cercle

trigonométrique, dont un sommet a pour affixe 1.

Définition 7. Soient n € N* et a € C*.

On appelle racine n-iéme de a tout nombre complexe z vérifiant 2™ = a.

Théoreme 2. Soient n € N* et a € C*.
1 :at2km N .
=0 (z =rne" n | k€ [[0, n— 1]]), ou r et a sont respectivement le module et un

argument de a.

Exemple 3. Déterminer les racines cubiques de a = 8i.

3 Exponentielle complexe

Définition 8. Soit z = x + iy, avec x,y € R. On définit ’exponentielle de z par :

exp(z) = e* = e%e¥ = e®(cos(y) + isin(y)).

Remarque : Re(e®) = e” cos(y), Im(e*) = e sin(y), |e*| = €7, car e¥ > 0, et arg(e®) =y [27].

Exemple 4. Résoudre dans C I’équation e* =1 +1i.

Propriété 3. Soient 2,2’ € C et n € Z. Alors on a :

1. ezzezl<:>(z:z’+21k7r, kelZ);

Exemple 5. Résoudre dans C ’équation e* +e7% = 1.
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