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Colles semaine 11

En bref

— Dérivation des bijections réciproques réelles.

— Etude des fonctions trigonométriques réciproques.

— Application a la primitive de fractions rationnelles.

— Micro-introduction & la notion de polynome : notation C[X]| et C,[X], définition du
degré et principe d’identification des coefficients d’un polynoéme.

— Résolution de I'équation 22 = w d’inconnue z € C. Recherche des solutions sous forme
trigonométrique et sous forme algébrique.

— Application a la résolution d’équation complexes de degré 2.

— Relations coefficients-racines pour un polynome de degré 2.

— Racine n-éme de I'unité. Application a la résolution de I’équation z" = w d’inconnue
z € C.

— Exemples de résolution d’équations polynomiale de degré au moins 3 en trouvant une
racine « évidente » puis en factorisant.

Exemples non exhaustifs de questions de cours

Les suggestions sutvantes restent des exemples d’illustrations, les colleurs ont toute liberté
pour poser une question de cours.
— Définir proprement la fonction arcsinus (ou arcosinus ou arctangente). Etudier sa déri-
vabilité etlsa dérivée.

— Calculer [ mdx ou un exemple du méme acabit (avec dénominateur sans racines
0

réelles).
— Démontrer la formule de résolution par radicaux des équations de degré 2 (complexes).
— Reésoudre une équation de degré 2 au choix du colleur (avec discriminant non réel).
— Montrer que {z € C| 2" =1} = {exp (B%) |k € Z} = {exp (B) | k€ [0; n—1]}.
— Résoudre avec preuve I'équation 14 z + 22+ --- + 2" = 0 d’inconnue z € C.

Note aux colleurs

— Concernant I’étude des polynémes, nous avons introduit la notation avec indéterminée
X. Les étudiants sont pour I'instant libres de 1'utiliser ou non.

— Pour les polynoémes, les seuls résultats théoriques exigibles sont le principe d’identifica-
tion des coefficient et la possibilité de factoriser par X — « pour un polyndéme admettant
une racine en «. Cela est pour I'instant admis.

— La notation /z est absolument PROSCRITE si 2z n’est pas un réel positif.
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En détail

Bijection réelles et trigonométrie réciproque

Reprise du programme précédent

Equations polynomiales complexes

1 Prologue, rappels sur les polynémes

Nous commencons par rappeler ce qu’est un polyndome.

Définition 1. Soit P une application définie sur C a valeur dans C. On dit que P est une
application polynomiale ou un polynéme s’il existe un entier naturel n et un (n + 1)-uplet
(ap,ai,...,a,) € C"™ tel que :

VzeC, P(z2) = Zakzk. (1)
k=0

Lemme 2 (degré). Soit P une application polynomiale, non constante nulle, alors il existe un
et un unique entier naturel n et unique (n + 1)-uplet (ag,ay,. .., a,) € C" vérifiant

VzeC, P(z) = apzF
= (2)
et a, # 0.

Cet entier n s’appelle le degré de P et le complexe a, s’appelle le coefficient dominant de P.
Par convention, le degré du polyndme constant nul vaut —oo.
On note, pour tout n € N, C,[X] lensemble des polynomes de degré au plus n (incluant le
polynome nul).

Proposition 3 (dérivation itérées des monomes). Pour tout entiers (k,p) € N2, on a :

OxP (kﬁ—!p)!Xk*p sip<k

ﬁxk_{o sip >k

Corollaire 4 (Formule de Taylor pour les polynomes). Soit n € N et P € C,[X], alors :
— PW(0)
P=>" Xt
k=0

Corollaire 5 (principe d’identification des coefficients d’un polynéme). La suite des coefficients
d’un polynome est unique. Notamment, pour toul entier n € N, on a

Y(ag,...,a,) € C"1V(by, ... b,) € C*H

(Vz €eR, Zakzk = Zbkzk> = (Vk € [0; n],ar = by) .
k=0 k=0
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2 Le second degré

2.1 Calcul de racines carrées

Définition 6. Soit z € C. On appelle racine carrée de z tout nombre complexe Z tel que
72 =z,

Proposition 7. Le complexe 0 admet une unique racine carrée qui est 0. Tout nombre complexe
non nul admet exactement deuz racines carrées qui sont opposées l'une de [’autre.

Proposition 8. Soit w € C, on cherche & résoudre I’équation 2>

trique.
— Siw =0, alors z =0 est ['unique solution.
— Sinon, en notant r = |w| et 0 = arg(w), l’équation admet exactement deux solutions qui
sont :

= w par forme trigonomé-

\/;eig et \/;eigm _ _\/;eig

Méthode 9 (Résolution sous forme algébrique). Soit w € C* et cherchons les solutions de
2?2 = w. On note a = Re(z) et b = Im(2) de sorte que Péquation revient a (a + ib)> = w. On
cherche a et b en :

1. identifiant les parties réelles,

2. puis en identifiant les modules.

3. On obtient un systéme de deux équations pour les deux inconnues a? et b. Ceci donne

deux valeurs possibles pour a et deux valeurs possibles pour b, soit quatre candidat-
solutions pour z.

4. On écarte les deux mauvaises solutions en identifiant les signes des parties imaginaire.

2.2 Second degré général

De maniére tout a fait analogue & ce qu’il se passe dans le cas réel, 'extraction de racine
carrée permet de résoudre toutes les équations du second degré via la misse sous forme canonique
du trindme. Le théoréme est méme plus simple puisque tous les complexes admettent (au moins)
une racine carré. Il n’y a donc pas de trinéme du second degré sans racine complexe.

Proposition 10 (Equation du second degré a coefficients complexes). Soient a, b et ¢ trois
nombres compleres avec a # 0. On considére [’équation :

(E) az’ +bz+c=0

on note A = b> — 4ac son discriminant. Alors,
— Si A # 0, en notant § une solution de 6> = A, 'équation (E) admet les deuz racines
distinctes suivantes :
—b—90 —b+9
et Z9 = .
2a 2a

— Si A =0, Péquation (E) admet pour racine double

21 =

b

20 = ——.
2a

Proposition 11. Sia, b et ¢ sont réels et si 2, est une racine de az*>+bz+c=0; alors zo = %
est aussi une racine (pas nécessairement distincte) de ’équation.
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2.3 Relation coefficients-racines

Proposition 12. Soient a, b et c trois nombres complezes avec a # 0. Soit (21, z2) € C2. Alors,

21 et zo sont les racines de l'équation az? + bz +c = 0 si et seulement si z; + 29 = —g et
2129 — g.
Application 13. — Soient deux nombres complexes s et p fixés. Si 'on cherche deux

complexes z; et 2o tels que :

Z1+20=5 et 2z1zo=0p

alors on peut dire que z; et z, sont solutions de I’équation : 22 — sz 4+ p = 0.
En particulier, il existe toujours un couple de tel complexes et ce couple est unique a

Pordre des éléments prés.

— Si on connait une des solutions de I’équation az® + bz + ¢ = 0 (ou a, b et ¢ sont trois
nombres complexes avec a # 0) , alors on peut facilement trouver I'autre.

Exemple 14. i) Déterminer deur nombres complexes z et zo tels que : z1 + 20 = 1+ 4i et
Z1R9 = -5+ bi.

ii) Résoudre I’équation 2*> — (1+a+a*)z+a(l +a*) =0 ot a € C.

iii) En quoi les solutions de 'équation 2* —2z cos(0) +1 =0 (0w 6 est un réel donné) sont-elles
"évidentes" ?

Terminons par une autre considération utile.

Lemme 15. Soil (a,b,c) € R3 vérifiant a # 0, on pose alors P : z — az® + bz + c. Soit
également zo un autre compleze. Si zg est une racine du polynéme a coefficient réel P, alors
Zo est également une racine de P. C’est-a-dire que P(z) =0 = P(%) = 0.

3 Degré quelconque et racines n-iémes

Définition 16. Soit n € N* et @ un complexe fixé. On appelle racine n-éme de ["unité tout
complexe z vérifiant 2" = 1.

3.1 Racines de 'unité

Notation 17. L’ensemble des racines n-iémes de I'unité est noté U,,.

Proposition 18. [ existe exactement n racines de ['unité et

Ainsi,
v, == fep (227) ke z} = four (227 e osn-1}.

L’ensemble des racines de I'unité représente géométriquement les affixes d’un polygone ré-
gulier & n cotés inscrit dans le cercle trigonométrique. En particulier, I'isobarycentre de ce
polygone est 'origine du repére; ce qui se traduit par la proposition suivante.
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Proposition 19. Soit n un entier au moins égal 4. 2. On a Y, z = 0. Plus explicitement, cela

ZeUn
2im
n

stgnifie que st ['on pose w = exp ( ), alors on a

n

Thémes de réflexions 20. Comment résoudre I'équation Y zF = 0 d’inconnue 2 € C pour
k=0

un entier naturel n fixé?

3.2 Racine n-éme d’un complexe quelconque

Proposition 21. Soit a € C*. Posons a = re’ avec r € R% et 0 € R.

i) Le nombre complexe a admet exactement n racines n-iémes, ce sont les

1 Z»G+2k7r

zp=rne n | ke{0,1,---,n—1}

ii) Si zy est une racine n-ieme particuliére de a alors les racines n-iémes de a sont les
zowy avec k € {0,1,--- ;n—1} et ot les wy sont les racines n-iémes de ['unité.
L’ensemble des racines n-iemes de a est donc zU,, = {zow ; w € U,}.

iii) Les images dans le plan des racines n-iémes de a sont les sommets d’un polygone régulier
a n cotés disobarycentre O.

3.3 Cas général du degré n

Nos démontrerons bient6t qu’un polynéme complexe de degré n admet au plus n racines.
Trouver explicitement ces racines est long et technique dans le cas du degré 3 ou 4. Il n’existe
aucune formule a radicaux permettant de résoudre tous les polynome de degré 5 ou supérieur.
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