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Colles semaine 15

En bref

� Exemples d'étude asymptotique de suites dé�nies implicitement ou de suites dé�nies par une
intégrale.

� À propos de la relation d'ordre sur R.
� Valeur absolues : dé�nition, résolution d'équation avec valeurs absolues. Inégalité triangu-

laire.
� Partie entière, notation bxc. Dé�nition et inégalité caractéristiques. Résolution d'équation

avec parties entières.
� Ensembles minorés, majorés, bornés. Notion de majorants/minorants et maximum/mini-

mum.
� Dé�nition des bornes supérieures et inférieures. Caractérisation en ε.

� Suites arithmético-géométrique.
� Suites récurrentes linéaires d'ordre 2.

Exemples non exhaustifs de questions de cours

Les suggestions suivantes restent des exemples d'illustrations, les colleurs ont toute liberté pour

poser une question de cours.

� Résoudre l'équation |x− 1|+ 2x = 0 d'inconnue x ∈ R ou un exemple analogue.

� Dé�nir la partie entière et montrer l'équivalence bxc = n ⇐⇒

{
n 6 x < n+ 1

n ∈ Z
⇐⇒{

x− 1 < n 6 x− 1

n ∈ Z
.

� Donner une expression de la suite u dé�nie par

{
u0 = 2

∀n ∈ N, un+1 = (1 + i)un + 1
ou un exemple

analogue.

� Donner une expression de la suite u dé�nie par


u0 = 2

u1 = 1

∀n ∈ N, un+2 = −un + 1− un
ou un exemple

analogue.

Note aux colleurs

� Le programme o�ciel recommande la notation sup(A) = +∞ lorsque l'ensemble A est non
majoré.

� Nous n'avons pas encore fait d'exercice étudiant des suites récurrentes linéaires d'ordre 2 avec
second membre.

1



M. Duval PTSI2, Lycée Raspail 6 - 11 janvier 2025

En détail

Analyse asymptotique

Reprise du programme précédent en mettant l'accent sur les suites implicites et suites d'intégrales.

À propos de la relation d'ordre sur R.

Reprise du programme précédent

1 Suites récurrentes linéaires

1.1 Cas des suites récurrentes d'ordre 1

On se donne deux réels a et b �xés et on s'intéresse à une suite u véri�ant l'équation de récurrence :

∀n ∈ N, un+1 = aun + b (E1)

� Si a = 1, il s'agit d'une suite arithmétique.
� Si b = 0, il s'agit d'une suite géométrique.
� Si a 6= 1 et b 6= 0, on dit que c'est une suite arithmético-géométrique et on utilise le théorème

suivant.

Théorème 1. Soit u une suite véri�ant (E1) avec a 6= 1. Alors il existe une unique valeur de α telle

que la suite w := (u − α) soit une suite géométrique de raison a. De plus α est l'unique point �xe de

la relation de récurrence (E1). C'est-à-dire que α = aα+ b.

1.2 Cas des suites récurrentes d'ordre 2

On se donne trois scalaires (complexes ou réels) a, b et c �xés avec a 6= 0 et on s'intéresse à une
suite u véri�ant l'équation de récurrence :

∀n ∈ N, aun+2 + bun+1 + cun = 0 (E2)

On notera Ea,b,c l'ensemble des suites véri�ant cette relation.

Lemme 2 (Stabilité par combinaison linéaire). L'ensemble Ea,b,c est stable par combinaison linéaire.

C'est-à-dire que pour toutes suites u ∈ Ea,b,c et v ∈ Ea,b,c, on a :

∀(α, β) ∈ C2, (αu+ βv) ∈ Ea,b,c.

Lemme 3 (La suite u est déterminée par ses deux premiers termes). Soit (α, β) ∈ K2. Il existe une et

une unique suite u véri�ant les trois conditions suivantes :


u ∈ Ea,b,c
u0 = α

u1 = β

.

Théorème 4 (Résolution de E2, version complexe). On appelle équation caractéristique de E2, l'équa-

tion ar2 + br + c = 0 d'inconnue r ∈ C. On note ∆ = b2 − 4ac. On suppose également que b et c ne

sont pas simultanément nul (c'est un cas particulier légèrement problématique.)

� Si l'équation caractéristique admet deux solutions dans C distinctes, notées r1 et r2 (ce qui

correspond donc au cas où ∆ 6= 0), alors,

Ea,b,c =
{

(λ1r
n
1 + λ2r

n
2 )n∈N ; (λ1, λ2) ∈ C2

}
.

� Si l'équation caractéristique admet une solution et une seule dans C, notée r0 (ce qui revient à

∆ = 0), alors,
Ea,b,c =

{
(λ1r

n
0 + λ2nr

n
0 )n∈N ; (λ1, λ2) ∈ C2

}
.
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Théorème 5 (Résolution de E2, version réelle). On suppose que a, b et c sont réels avec a 6= 0 et on

s'intéresse aux suites réelles de Ea,b,c. On appelle équation caractéristique de E2, l'équation ar
2+br+c =

0 d'inconnue r ∈ R. On note ∆ = b2−4ac. On suppose également que b et c ne sont pas simultanément

nul (c'est un cas particulier légèrement problématique.)

� Si l'équation caractéristique admet deux solutions réelles distinctes, notées r1 et r2 (ce qui cor-

respond donc au cas où ∆ > 0), alors,

Ea,b,c =
{

(λ1r
n
1 + λ2r

n
2 )n∈N ; (λ1, λ2) ∈ R2

}
.

� Si l'équation caractéristique admet une solution et une seule dans R, notée r0 (ce qui revient à

∆ = 0), alors,
Ea,b,c =

{
(λ1r

n
0 + λ2nr

n
0 )n∈N ; (λ1, λ2) ∈ R2

}
.

� Si l'équation caractéristique n'a pas de solution réelle (c'est-à-dire ∆ < 0), alors, en notant

r = ρeiθ une des deux solutions complexes conjuguées de l'équation caractéristique (avec ρ ∈ R∗+
et θ ∈ R) on a :

Ea,b,c =
{

(ρn(λ1 cos(nθ) + λ2 sin(nθ)))n∈N ; (λ1, λ2) ∈ R2
}
.

Remarque 6. Bien sûr toute suite réelle peut être vue comme une suite complexe. On peut donc
utiliser la résolution en version complexe, puis extraire parmi les solutions les suites qui sont à valeurs
réelles. Ceci peut demander quelques calculs et ré�exions non immédiates. Aussi est-il utile de connaître
directement la formule précédente donnant tout de suite les solutions réelles.

1.3 Exemples de généralisation

1.3.1 Avec un second membre

Si on a une équation de récurrence avec second membre. C'est-à-dire qu'on s'intéresse à une suite
u véri�ant l'équation de récurrence :

∀n ∈ N, aun+2 + bun+1 + cun = d (Ed2)

pour des scalaires (a, b, c, d) �xés avec d 6= 0.
Alors On cherche une solution particulière puis on utilise le résultat suivant.

Théorème 7 (Structure des solutions d'une équation de récurrence a�ne). Si w est une suite qui est

solution de (Ed2), alors l'ensemble Eda,b,c des solutions de (Ed2) s'écrit :

Eda,b,c = {w + u | u solution de (E2)}

Méthode 8. Quelques idées pour trouver des solutions de (Ed2) :
� Si a+b+c 6= 0, alors l'équation de récurrence admet un unique point �xe, c'est l'unique solution

de l'équation aα + bα + cα = d. Et dans ce cas, la suite constante égale à α est une solution
particulière.

� Si a + b + c = 0, on cherche une solution particulière de type u = (n 7→ λn). Il su�t donc de
résoudre l'équation 2λa+ bλ = d. Celle ci admet une solution si et seulement si (2a+ b) 6= 0.

� Si a+ b+ c = 0 et 2a+ b = 0, alors on cherche une solution de type u =
(
n 7→ µn2

)
.

Si on a une équation avec un second membre non constant, type :

∀n ∈ N, aun+2 + bun+1 + cun = vn

pour des scalaires (a, b, c) �xés et une suite v �xée, on s'adapte.
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