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|Colles semaine 22 |

En bref

Dérivabilité des fonctions : définitions et propriétés de stabilité.

Notion d’extremum local. Si une fonction dérivable admet un extremum local en un point ¢
intérieur, alors f/(c) = 0.

Propriété globales des fonctions dérivables sur un intervalle : Théoréme de Rolle, égalité et in-
égalité des accroissements finis. Application pour montrer le théoréme fondamental de ’analyse.
Théoréme de prolongement C! (aussi appelé théoréme de limite de la dérivée).

Bréve extension aux dérivées itérés. Notation C". Formule de Leibniz.

Bréve extension des propriétés de continuité et dérivabilité aux fonctions & valeurs complexes
(mais toujours définies sur un intervalle de R.)

Théorie des polynémes. Définition et régles de calculs. Formules pour les coefficients d’un produit
de polynomes.

Arithmétique dans les polynomes : diviseurs, multiples, division euclidiennes.

Racines et zéro. Multiplicité des racines.

Factorisation des polynémes dans C ou dans R. Théoréme de D’Alembert-Gauss (aussi appelé
théoréme fondamental de I’algébre).

Exemples non exhaustifs de questions de cours

Les suggestions suivantes restent des exemples d’illustrations, les colleurs ont toute liberté pour

poser une question de cours.

Citer et montrer le théoreme de Rolle.
Citer sans démonstration l'inégalité des accroissements finis. L’appliquer pour montrer la conver-
gence de la suite u définie par uo =0 NG

Vn eN, upp1 = He ¥
Montrer le théoréme de dérivabilité des bijections réciproques.
Citer un énoncé précis du théoréme de division euclidienne et montrer ['unicité afférente.
Définir la multiplicité des racines d’un polynomes. Montrer que « est racine de multiplicité m
d’un polynome P si et seulement si P(a) = P'(a) = --- P D(a) =0 et P (a) # 0.
Montrer qu'un polynéme de degré n admet au plus n racines distinctes. Citer le théoréme
analogue lorsque 'on considére les racines comptées avec multiplicité.
Cas des racines de I'unité

Note aux colleurs

Nous avons trés brievement défini les polynémes comme suites stationnaires nulles. Mais aucune
considération de ce type n’est exigible. La programme identifie complétement les polyndémes et
les fonctions polynomiales associées.
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En détails

Fonction dérivables

Reprise du programme précédent

Polyn6émes

1 Construction sommaire

1.1 Définitions

Définition 1. On appelle polyndme a coefficient dans K toute suite d’élément de K stationnaire nulle.
p
C’est-a-dire qu'un polynéme P = ) a,zP au sens ot nous I'entendons dans les classes inférieures est
n=0
défini par la suite (ap)nen € KN de ses coefficients. Cette suite est telle que a,, = 0 & partir d’un certain
rang.

Notation 2. On note K[X] ’ensemble des polynomes a coefficients dans K.
Le degré du polynéme est alors I'indice n du dernier coefficient n on nul.

Proposition-Définition 3. Soit P = (an)nen un polynéme. Alors l'ensemble {n € N | a,, # 0} est
un sous-ensemble fini de N. Si le polyndéme n’est pas le polynome nul, cet ensemble est non vide; il
admet par conséquent un mazimum que l'on appelle le degré de P et que l'on note deg(P). Si P est le
polynome nul (c’est-a-dire la suite constante nulle), alors on prend par convention deg(P) = —o0.

Notation 4. Pour tout entier n € N, on note K,[X] 'ensemble des polynoémes de degré au plus n.
Définition 5 (Coefficient dominant). Si P = (a,,)nen est un polynéme non nul de degré p, on appelle
coefficient dominant de P, le scalaire a,. (C’est donc un scalaire non nul).

On dit qu'un polynéme non nul est unitaire si son coefficient dominant est égal a 1.

1.2 Bilan : ce qu’un étudiant de PTSI doit savoir

— Un polynéme est une fonction définie sur R & valeur dans R de la forme :

R - R
P L
r = Y apa
k=0
pour un certain entier n et une famille de coefficients (ao, ..., ay).

— Si ce polynome n’est pas le polynéme constant nul, alors il existe au moins un coefficient qui
n’est pas nul. Le degré du polynome P de la formule précédente est alors le plus grand entier k

tel que ag # 0. L'entier k et la famille (ag, ..., ax) ainsi définie est alors unique.
Autrement dit, deux polyndémes sont égaux si et seulement si leur degré et leurs coefficients sont
égaux.

— On note K[X] ’ensemble des polynomes et K,,[X] I'ensemble des polynémes de degré au plus n.

+00 +00
— Pour deux polynémes A = > axX* et B = Y b X" deux polynomes. les coefficients du
k=0 k=0

polynomes P := AB = Z pr X" se calculent par la formule Vn € N, p,, = Z apbn—.
k=0
— Enfin il faut connaitre la formule de Taylor que nous donnons sous une forme légérement diffé-

rente que lors de sa premiére apparition :
Proposition 6 (Formule de Taylor en un réel quelconque). Soit n un entier naturel. Pour tout
polynome P de K,[X] et pour tout réel a, on a la formule suivante :

n (k)
Ve eR, P(z) =) P kf‘” (z — a)t.
k=0 ’
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2 Propriétés algébriques des polyndémes

2.1 Somme et produit

Les régles algébriques de sommes et produits de polynémes sont exactement les mémes que celles
pour les scalaires. Citons les principales :

Proposition 7. Soit P, Q et R trois polynémes et \ et p deuz scalaires. Les régles suivantes s’ap-
pliquent :

i) (\+ p)P = AP + uP. vi) PQ=0 < (P =0 0uQ=0).
i) AP+ Q) = AP + Q. vii) (APYO = MPO) — '

i) P+ QeQLP. M)( )Q = A\(PQ) = P(AQ)

i) PQ = QP. viti) ApP) = (An)Q-

v) P(Q+ R) = PQ + PR. iz) (PQ)R = P(QR).

2.2 Liens avec le degré

Proposition 8 (degrés et produit externe). Soit P un polynoéme et \ un réel Notons p = deg(P). Le
polynéme AP est de degré p si X # 0 et de degré —oo st A = 0.

Proposition 9 (Degré d’une somme). Soit P et Q deuz polynomes de degré respectifs p et ¢ et X\ € R
un scalaire. Alors le polynome P + Q est de degré au plus max(p,q).

Attention ! On peut donc écrire deg(P + Q) < max(deg(P), deg(Q)) mais I'égalité est fausse en
géneéral. Elle est cependant vraie lorsque deg(P) # deg(Q) ou encore lorsque les coefficients dominant
de P et de QQ ne sont pas opposés.

Corollaire 10. Soit n € N. L’ensemble K, [X] est un sous-espace vectoriel de K[X]. Par ailleurs, la
famille (1, X,..., X™) est une base de ce sous-espace vectoriel appelée base canonique de K, [X].

Proposition 11 (Degré d’un produit). Soit P et Q deuz polyndémes non nuls.
Alors deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

Remarque 12. Si P ou @ est nul, alors la formule précédente reste valable & condition d’utiliser la
convention —oo +n = —oo pour tout entier n.

P q
Proposition 13 (Coefficients d’un produit de polynomes). Soit P:z+— Y apax™ et Q :z+— Y bya”

n=0 n=0
deuz polyndmes de degrés respectifs p et q, on note R = PQ. On sait déja que R est un polyndéme de
pta
degré p + q et on note (co,...,cn) les coefficients de R, c’est-a-dire R : x — > cpa™. Alors les
n=0

coefficients ¢y, se calculent grice o la formule suivante :

n
Vnel0;p+4q], cn = Zakbn,k
k=0

3 Propriétés analytiques des polynémes
3.1 Dérivation

n
Définition 14. Soit P: z ~ Y ai2”® un polynéme non nul de degré n. On appelle polynéme dérivée
k=0

n
de P et on note P’ le polynome P’ : z +—= > kap X" 1. Si P est le polynome nul, on définit P’ = 0.
k=1

Proposition 15 (Dérivée d'une somme et d'un produit). Soit P et Q deux polynémes et « et 5 deuz
réels. Alors :
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i) (aP +BQ) = aP' + Q.

i) (PQ) = P'Q + PQ'.
Lemme 16 (Degré d’une dérivée). Soit P un polynéme de degré p. Alors P’ est de degré p—1 sip > 1
et P’ est le polynéome nul si P est un polynéme constant.

3.2 Composition des polynémes

+oo
Définition 17. Soit P: x + > azz’ un polynéme et @ un autre polynome. On définit le polynome
k=0

—+00
P o @ comme le polynome Y apQF. En prenant la convention Q°: z +— 1.

k=0
On peut également utiliser la notation P o @Q = P(Q).

Comme toujours, la somme contient un nombre fini de termes.

Remarque 18. Bien sir, cette composition de polyndéme est compatible avec la composition des fonctions
polynomiales.

Proposition 19 (La composition est linéaire a gauche). Soit trois polynémes P, Q et R ;
alors (P+Q)oR=PoR+QoR

Attention. La composition n'est pas linéaire & droite ! Considérons P = X2, Q:x+—x+2et R = 2.
Comparons Po (Q + R) et PoQ + PoR.

Lemme 20 (degré d’une composition). Soit P et Q deuz polyndémes non constants.
Alors, deg(P o Q) = deg(P)deg(Q).

Attention ! Attention, lorsque @ est constant, P o () est constant mais peut étre le polynéme nul
méme si @ n’est pas nul.

Proposition 21 (dérivée d’une composée). Soit P et Q deuz polynomes. Alors (Po Q) = (P'oQ)Q'.

4 Propriétés arithmétiques des polynémes

4.1 Diviseurs et multiples

Définition 22. Soient P et ) deux polynomes. S’il existe un polynéme D tel que P = QD alors on
dit que P est un multiple de @ ou encore que @ est un diviseur de P. On note parfois @ | P pour dire
que @ divise P.

Lemme 23. Si P est un multiple non nul du polynéme Q, alors deg(P) > deg(Q).

Proposition 24 (Propriétés élémentaires de la relation de divisibilité). Soit P, Q et R trois polynémes
ainsi que « et B deux réels.

i) Si P divise Q et P divise R, alors P divise (aQ + BR).

it) Si P divise Q, alors P divise (QR).

ii1) Si P divise Q et Q divise R, alors P divise R.
Exercice 25. Soit P et ) deux polynomes non nuls. A quelle condition nécessaire et suffisante, P
est-il a la fois un diviseur et un multiple de Q7

En particulier montrer que si P et () sont unitaires, que P divise @ et que @ divise R, alors ils
sont égaux.

Maintenant que nous savons chercher des multiples, nous pouvons définir la notion de division
euclidienne.
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Théoréme 26 (Théoréme de division euclidienne pour les polynomes). Soit P un polynéme et D
un autre polynéme non nul. Alors il existe un unique couple de polynomes (Q, R) vérifiant les deux
conditions suivantes :

{P:DQ+R
deg(R) < deg(D)

Ces polyndmes Q et R sont alors respectivement appelés quotient et reste dans la division euclidienne
de P par Q.

4.2 Racines et zéros
4.2.1 Deéfinitions

Définition 27 (Zéro d’un polynéme). On dit qu'un scalaire « est un zéro d’un polynome P si
P(a) = 0; autrement dit, si « est un zéro de la fonction polynomiale associée a P.

Définition 28 (Racine d’un polynéme). On dit qu’un scalaire o est une racine d’un polynéme P si
P est un multiple de (X — «).

Le miracle de la théorie des polynémes est que ces deux notions de racines et zéros qui semblent
trés différentes (I'une est purement arithmétique, I’autre est analytique) vont en fait coincider.

Théoréme 29. Soit P un polynome et o € K un scalaire, alors o est une racine de P si et seulement
si c’est un zéro de P.

Ceci est trés intéressant car le nombre de racines d'un polyndéme est trés contraint.

Proposition 30. Si P est un polynéme non-nul de degré n. Alors, P admet au plus n racines diffé-
rentes.

Nous avons alors un corollaire d’importance fondamentale !

Corollaire 31 (Un polynoéme qui admet plus de racines que son degré est nul). Soit n € N. Si P est
un polynome de K,,[X] qui admet au moins n+ 1 racines distinctes, alors P est le polynome nul.

Corollaire 32 (Variantes). Le corollaire précédent peut s’énoncer sous diverses versions :
— Si P et Q sont deuz polynomes de K, [X] qui coincident en n + 1 points distincts. C’est-a-dire
s’il existe n + 1 scalaire distincts (aq,. .., 0n4+1) tels que
Vie[l;n+1], Plai) = Q). Alors P = Q.
— Si P est un polynéme (sans contrainte de degré) qui admet une infinité de racines, alors c’est
le polynéme nul.
— Si P et Q sont deux polynémes qui coincident en une infinité de points, alors ils sont égaux.

4.2.2 Multiplicité des racines

Définition 33. Soit « une racine d’un polynéme P et m € N*. On dit que « est un racine de
multiplicité m dans P si (X — )™ divise P mais que (X — a)™*! ne divise pas P.

On dit qu’une racine est simple si elle est de multiplicité égale a 1. On dit qu’elle est multiple dans
le cas contraire.

Remarque 34. Par convention, on dit parfois que les multiplicité des racines du polynéme constant
nul sont infinies. Le lecteur s’attachera & comprendre en quoi cette convention est compatible avec
I’ensemble des résultats suivants.

Proposition 35. Soit a une racine d’un polynéme P non constant.
— Si a est une racine simple de P, alors ce n’est pas une racine de P’.
— Si « est une racine multiple de multiplicité m > 2, alors o est une racine de multiplicité m — 1

de P'.
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Corollaire 36. Soit P un polynéme non nul, o une racine de P et m un entier naturel non nul.
Alors a est une racine de multiplicité m si et seulement si il existe un polynome Q vérifiant les deux
conditions suivantes :

i) P=(X—-a)"Q
i1) et a n’est pas une racine de Q.

Corollaire 37. Soit P un polynéme non nul, o une racine de P et m un entier naturel non nul. Alors
« est une racine de multiplicité m si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifides :

i) P(a) = P'(a) = PP(a)=---=Pm(a)=0
i) et PU™(a) # 0.

On peut enfin écrire un dernier lemme qui permet parfois de caractériser la multiplicité d’une
racine.

Corollaire 38. Soit P un polyndéme non constant et o une racine de Pde multiplicité m. Alors a est
une racine simple de P~V On peut méme écrire

m:min{keN | PW)(a) #o}.

4.2.3 Le théoréme fondamental de P’algébre

Lemme 39. Soit P un polynome non nul, alors le nombre de ses racines comptées avec leur multiplicité
est inférieur ou égal a son degré.

En fait on peut montrer, c’est un résultat trés fort, que l'inégalité précédente est toujours une
égalité dans le cas des polynémes complexes. Voici donc le clou du chapitre :

Théoréme 40 (Théoréme de D’Alembert-Gauss (Admis)). Soit P un polynéme a coefficient com-
plexe non nul de degré n. Alors P posséde exactement n racines comptées avec leur ordre de multiplicité.

Corollaire 41. Tout polynéme complexes non constant admet au moins une racine.

4.2.4 Polynémes irréductibles

Le théoréme fondamental de ’algébre permet donc d’écrire une forme factorisé des polynomes. Bien
siir, une telle forme factorisé sera plus simple pour les polynémes complexes.

Définition 42. Un polynome P de K[X] est dit irréductible s’il n’est pas constant et si tous ses
diviseurs sont constants ou de degré égal a deg(P).

Remarque 43. Pour la premiére fois du chapitre, cette notion dépend fondamentalement du corps K.
Ainsi, le polynéme X2 + 1 est irréductible dans R (prouvez le) mais pas dans C car il admet, par
exemple X — i pour diviseur.

Théoréme 44 (Reformulation du théoréme de D’Alembert-Gauss). Les polynémes irréductibles de
C[X] sont exactement les polynomes de degré 1.

Ceci permet d’écrire une forme factorisée simple des polynémes complexes.

Proposition 45 (factorisation des polynomes, cas simple). Soit P un polynome compleze non constant.
On note (a1, ag, ) ses racines et (my, ma, ..., m,) leur multiplicité respective.
Alors on dispose d’un scalaire a tel que :

r

P:aH(X—ai)mi.

i=1
Le lecteur, fin limier, comprendra bien sir que le scalaire a n’est autre que le coefficient dominant du

T
polynome P et que le degré du polynéme s’exprime alors comme deg(P) = > m;.
i=1
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Lemme 46. Soit P un polynéome a coefficient réel. Si o € C est une racine de P, alors @ est également
une racine de P.

Corollaire 47. Les polynémes irréductibles de R[X] sont exactement les polynémes de degré 1 et les
polynémes de degré 2 & discriminant strictement négatif.

On en déduit les factorisations suivantes :

Théoréme 48 (Factorisation des polynome, cas général, Admis). Soit P un polyndme réel non constant.
Alors on dispose d’un scalaire a, de deuz entiers naturels et s et r; de trois familles de scalaires

(alv sy aT‘); (B’r'-‘rla B’r‘-‘,—?a CRE) BT+S) et (’YT-i-l) Yr+25 - - - 777‘-"-8) ainst que d’une famzlle (mla ceey My, My, -
d’entiers naturels non nuls de sorte que

r 7+
P:aH(X—ak)m’“ H (X2+,8kX+'7k)mk
k=1 k=r+1

et de sorte que : Yk € [r+ 1;r + s, B,% — 4y, < 0. Le lecteur, fin limier, comprendra bien sir que
le scalaire a nest autre que le coefficient dominant du polyndme P et que le degré du polynéme ne
s’exprime pas aussi simplement que précédemment.

4.3 Rappels sur les racines de 'unité

On en profite pour rappeler certains résultats cruciaux sur les racines de 1'unité.

Définition 49. Pour tout entier n € N*, on appelle racine n-iéme de l’'unité toute racine complexe
du polynome X™ — 1. On note U, ’ensemble des racines n-iéme de I'unité. Un complexe z est appelé
simplement racine de ['unité s'il existe un entier n € N* tel que z € U,,.

Proposition 50. Pour tout entier n € N*, Uensemble des racines n-iéme de ['unité comprend n
éléments et est donné par :

U= {ow (27) 1k epoin-11} = fow (27) 1 ez

L’ensemble des racines n-ieme de I'unité sont en fait exactement les puissances d’un certain com-

plexe.

Définition 51. Soit n € N. Un complexe w est appelé une racine n-iéme €élémentaire si U, =
{w* | k € N}.

Proposition 52 (Détermination des racines de I'unité élémentaire). Soit n € N*, les racines n-iéme
2ipmw

élémentaires de l'unité, sont exactement les valeurs exp (T) pour tout entier p premier avec n.

2im

Remarque 53. Par exemple, la valeur exp (7) est une racine n-éme élémentaire de I'unité. De maniére

générale, si k et n sont deux entiers naturels non nuls et w = exp (215”) ; alors {wk | ke N} =T, on
d = PGCD(n,p).

c s Myys))
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