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Colles semaine 30

En bref

� Matrice des coordonnées d'un vecteur dans une base.
� Matrice de passages d'une base à une autre. On note MatB,C la matrice des coordonnées

de la famille C dans la base B.
� Matrice représentative d'une application linéaire dans des bases �xées. Lien avec le calcul

des coordonnées de l'image d'un vecteur.
� Formules de changement de bases : pour les matrices représentatives ou pour les coor-

données.
� Notion de rang, de noyau et d'image d'une matrice. Théorème du rang pou les matrices.
� Étude des homothéties et projections vectorielles.
� Étude des symétries vectorielle.

Exemples non exhaustifs de questions de cours

Les suggestions suivantes restent des exemples d'illustrations, les colleurs ont toute liberté

pour poser une question de cours.

� Montrer qu'un endomorphisme p est une projection si et seulement si p ◦ p = p.
� Dé�nir précisément les projections et symétries vectorielles. Montrer que si p et s sont les

projections et symétries par rapport aux mêmes sous-espaces vectoriels, alors 2s = p+Id.
� Soit p a projection sur F := Vect((1, 2, 0)) parallèlement àG := {(x, y, z) ∈ R3 | x− y + 2z = 0}.

Déterminer la matrice de p dans la base canonique, puis dans une base adaptée à la
somme directe F ⊕G.

Note aux colleurs
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En détails : Représentations matricielles

Reprise du programme précédent avec en plus :

1 Quelques endomorphismes remarquables

1.1 Homothéties

Dé�nition 1 (Rappel). Soit E un R-espace vectoriel et λ ∈ R un scalaire. On appelle homo-
thétie de rapport λ, l'endomorphisme :

hλ :
E → E
x 7→ λx

. (1)

Proposition 2. Soit E un R-espace vectoriel de dimension non nulle et λ ∈ R un scalaire.

Alors, l'homothétie hλ est injective si et seulement si elle est surjective ; si et seulement si elle

est bijective ; si et seulement si λ 6= 0 et dans ce cas (hλ)
−1 = hλ−1.

Proposition 3. Soit E un R-espace vectoriel de dimension n, λ un scalaire et hλ l'homothétie

de rapport λ. Soit en�n B une base de E. Alors la matrice de hλ dans cette base s'écrit :

MatB(hλ) = λIn =


λ 0 . . . 0
0 λ . . . 0
...

. . .
...

0 0 . . . λ


Remarque 4. La matrice d'une homothétie est donc identique quelle que soit la base considé-
rée. On peut montrer (un bon exercice !) que les homothéties sont les seuls endomorphismes
présentant cette particularité.

Lemme 5. Un endomorphisme u d'un espace vectoriel E est une homothétie si et seulement

si il admet un polynôme annulateur de degré 1.

1.2 Projections

Proposition-Dé�nition 6 (Projections vectorielles). Soit E un R-espace vectoriel et F et

G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. Alors pour tout vecteur x ∈ E, on dis-

pose d'un unique couple (xF , xG) ∈ F × G véri�ant x = xF + xG. Alors il existe un unique

endomorphisme p de E véri�ant

∀xF ∈ F, ∀xG ∈ G, p(xF + xG) = xF

Cet endomorphisme s'appelle la projection sur F parallèlement à G.

Attention ! Cette dé�nition n'a aucun sens si F et G ne sont pas supplémentaires. Le lecteur
est invité à comprendre que la propriété de somme directe implique l'existence de l'endomor-
phisme en question et que la propriété F +G = E implique l'unicité de cet endomorphisme.

Proposition 7. Soit E un R-espace vectoriel de dimension �nie et F et G deux sous-espaces

vectoriels supplémentaires de E. Soit p la projection sur F parallèlement à G. On note r =
dim(F ) et n = dim(E) de sorte que dim(G) = n − r et on se donne également une base

B = (e1, . . . , en) de E adaptée à la somme directe F ⊕G = E. On rappelle au lecteur que ceci
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veut dire que (e1, . . . , er) constitue une base de F et que (er+1, . . . , en) constitue une base de G.

Alors la matrice de p dans cette base s'écrit ainsi :

MatB(p) =



C1y . . . Cry Cr+1y . . . Cny
L1 ←− 1 . . . (0) (0)
...

. . .

Lr ←− (0) 1

Lr+1 ←− 0
...

. . .

Ln ←− (0) 0


=

(
Ir 0r,n−r

0n−r,r 0n−r,n−r

)

Attention ! Si la base de la proposition précédente n'est pas adaptée à la somme directe
F ⊕G = E, alors on ne sait rien dire sur la matrice de p dans cette base.

Proposition 8 (Noyau et images des projections). Soit E un R-espace vectoriel et F et G
deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E. Soit p la projection sur F parallèlement

à G. Alors on a :

F = Ker(p− IdE) = Im p

G = Im(p− IdE) = Ker p

Lemme 9. Soit E un R-espace vectoriel et F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires

de E. Notons pF la projection sur F parallèlement à G et pG la projection sur G parallèlement

à F .
Alors pF + pG = IdE. De plus, pF ◦ pG = pG ◦ pF = 0L(E).

Donnons maintenant un critère très simple qui permet de véri�er qu'un endomorphisme est
ou non une projection :

Théorème 10. Soit E un espace vectoriel et p un endomorphisme de E. Alors p est une

projection si et seulement si p ◦ p = p.

Pause de lecture 1 : Si la notion de projection vous paraît encore obscure à ce stade, sortez
faire du sport dehors par beau temps ! Et observez votre ombre qui n'est autre que l'image de
votre corps par la projection sur le sol, parallèlement au rayons du soleil.

1.3 Symétries

Proposition-Dé�nition 11 (Symétries vectorielles). Soit E un R-espace vectoriel et F et

G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. Alors pour tout vecteur x ∈ E, on dis-

pose d'un unique couple (xF , xG) ∈ F × G véri�ant x = xF + xG. Alors il existe un unique

endomorphisme s de E véri�ant

∀xF ∈ F, ∀xG ∈ G, s(xF + xG) = xF − xG

Cet endomorphisme s'appelle la symétrie par rapport à F parallèlement à G.

Attention ! Cette dé�nition n'a aucun sens si F et G ne sont pas supplémentaires. Le lecteur
est invité à comprendre que la propriété de somme directe implique l'existence de l'endomor-
phisme en question et que la propriété F +G = E implique l'unicité de cet endomorphisme.
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Proposition 12. Soit E un R-espace vectoriel de dimension �nie et F et G deux sous-espaces

vectoriels supplémentaires de E. Soit s la symétrie par rapport à F parallèlement à G. On note

r = dim(F ) et n = dim(E) de sorte que dim(G) = n − r et on se donne également une base

B = (e1, . . . , en) de E adaptée à la somme directe F ⊕G = E. On rappelle au lecteur que ceci

veut dire que (e1, . . . , er) constitue une base de F et que (er+1, . . . , en) constitue une base de G.

Alors la matrice de s dans cette base s'écrit ainsi :

MatB(s) =



C1y . . . Cry Cr+1y . . . Cny
L1 ←− 1 . . . (0)
...

. . . (0)

Lr ←− (0) 1

Lr+1 ←− −1 (0)
... (0)

. . .

Ln ←− (0) −1


=

(
Ir 0r,n−r

0n−r,r −In−r

)

Attention ! Si la base de la proposition précédente n'est pas adaptée à la somme directe
F ⊕G = E, alors on ne sait rien dire sur la matrice de s dans cette base.

Proposition 13 (Noyau et images des symétries). Soit E un R-espace vectoriel et F et G deux

sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E. Soit s la symétrie par rapport à F parallèlement

à G. Alors on a :

F = Ker(s− IdE) = Im(s+ IdE)

G = Im(s− IdE) = Ker(s+ IdE)

Lemme 14. Soit E un K-espace vectoriel et F et G deux sous-espaces vectoriels supplémen-

taires de E. Notons sF la symétrie par rapport à F parallèlement à G et sG la symétrie par

rapport à G parallèlement à F .
Alors sF = −sG. De plus, sF ◦ sG = sG ◦ sF = −IdE.

Donnons maintenant un critère très simple qui permet de véri�er qu'un endomorphisme est
ou non une symétrie :

Théorème 15. Soit E un espace vectoriel et s un endomorphisme de E. Alors s est une

symétrie si et seulement si s ◦ s = IdE.

Corollaire 16. Une symétrie s est un endomorphisme bijectif et s−1 = s.

Proposition 17 (Lien projection-symétrie). Soit E un R-espace vectoriel et F et G deux sous-

espaces vectoriels supplémentaires de E. Notons s la symétrie par rapport à F parallèlement à

G et p la projection sur F parallèlement à G. Alors s+ IdE = 2p , de plus s ◦ p = p ◦ s = p.
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