M. Duval PTSI2, Lycée Raspail 8-13 septembre 2025

Colles (fictives) semaine 2

En bref

— Généralités, traduction logique des propriétés impliquant les antécédents ou images.

— Graphe des fonctions. Interprétation géométrique de la parité, 'imparité et de la pério-
dicité des fonctions. Autre propriété de symétrie des graphes.

— Composition des fonctions. Notation f o g.

— Dérivation, définition (en supposant connue les définitions de limites).

— Calcul de dérivée, d'une somme, d’un produit, d’un quotient, d’'une composée de fonction

dérivable.
— Etude de la dérivée d’une fonction en vue de tracer 'allure de son graphe.
!/
— Fonction exponentielle définie comme 'unique solution de Y (0) Y ] (existence ad-
y =

mise), propriétés élémentaires.
— Fonction logarithme définie comme réciproque de I'exponentielle. Propriétés de calculs
et dérivée.

Exemples non exhaustifs de questions de cours

Les suggestions suitvantes restent des exemples d’illustrations, les colleurs ont toute liberté
pour poser une question de cours.
— Donner le domaine de définition de la fonction f: z + In(z? — 3z +2) ou g : x
ou tout autre exemple du méme genre.
— Tracer le tableau de variations et I'allure du graphe de la fonction h : x — (1 —z)y/z ou
tout autre exemple de ce style.
— Donner un exemple de deux fonctions croissantes dont le produit n’est pas croissant.
— Donner un exemple de fonction dérivable & dérivée positive qui ne soit pas croissante.
— Citer la formule de dérivation des composées. L’appliquer pour calculer la dérivée de
x > cos(v2x + 1).
— Montrer qu’une fonction réelle est bornée si et seulement si elle est a la fois majorée et
minorée.
— Montrer que si f est une fonction strictement monotone; alors chaque réel admet au
plus un antécédent par f.
— Montrer que exp(a + b) = exp(a) exp(b).
— Montrer que lim exp(z) = +oo.
T—>+00

x+2
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En détail
1 Généralités

1.1 Définitions

Définition 1 (fonction réelle de la variable réelle). On appelle fonction & valeurs réelle de la
variable réelle la donnée :
— de E, un sous-ensemble de R appelée ensemble de définition de la fonction ;
— et pour tout ¢lément x appartenant a F, d’un unique réel appelé image de x par la
fonction.

Notation 2. Si la fonction se note f, alors on note généralement Dy 'ensemble de définition
de f; et pour tout élément x € Dy, on note f(x), 'image de x par la fonction f.

Remarque 3. La donnée de I’ensemble de définition fait normalement partie de la définition de
la fonction f. Néanmoins on définit parfois une fonction f a 'aide d’une expression f(x) sans
préciser de domaine de définition Dy. Dans ce cas, il est sous-entendu que D est I'ensemble des
x réels pour lesquels 'expression f(z) est bien définie. On dit que c’est le domaine de définition
maximal de 'expression f(z).

Méthode 4. Pour déterminer un domaine de définition sous-entendu, il suffit en général (mais
pas toujours) de faire attention aux trois problémes suivants :

— Un dénominateur ne peut étre nul. Cas de [ : 1z — — 1
:L' —

— [argument d’une racine carré doit étre positif ou nul. Cas de g : z — 2? — 3z + 2.
— L’argument d’un logarithme doit étre strictement positif. Cas de h : x — In(—22%+ 6z —
4).

Définition 5. Soit f une fonction & valeur réelle définie sur un sous-ensemble de R noté Dy.
Soit également y un réel. Alors on appelle antécédent de y par f, tout élément x vérifiant x € Dy

et f(z) =y.

Attention ! Evidemment, on ne confondra pas image et antécédent. On remarquera d’ailleurs
qu'un élément de ’ensemble de définition d’une fonction admet nécessairement une et une
unique image. En revanche un réel peut n’admettre aucun, ou un unique, ou plusieurs antécé-
dents par une fonction donnée.

1.2 Composition

Définition 6 (Composition de fonction). Soit E, F' et G trois ensembles et f : F — F une
fonction et g : F' — G une autre fonction. On appelle composée de f par g et on note go f, la
fonction définie ainsi :

EFE —- G
r = g(f(r)

Remarque 7. En général fog # go f. On remarquera d’ailleurs, selon les domaines de définition,
que 'une de ces deux fonctions peut étre bien définie sans que la deuxiéme le soit. Le lecteur
dubitatif méditera 'exemple des fonctions f : 2 +— —2% et g : z — /.

go f:
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1.3 Sens de variations

Définition 8 (croissance, décroissance, monotonie). Soit I un intervalle de R et f : I — R une
fonction.
— On dit que f est croissante sur [ si elle vérifie :

V(z,y) € I?, (x <y) = (fx) < f(y)).

— On dit que f est strictement croissante sur [ si elle vérifie :

V(z,y) € I*, (z<y) = (f(z) < f(v)).

— On dit que f est décroissante sur [ si elle vérifie :
V(z,y) € I?, (z <y) = (f(x) = f(y))-

— On dit que f est strictement décroissante sur [ si elle vérifie :

V(z,y) € I*, (z<y) = (f(z) > f(v)).

— On dit que f est (strictement) monotone si elle est (strictement) croissante ou (stricte-
ment) décroissante sur I.

Proposition 9. Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction. Si [ est strictement
monotone sur I alors chaque réel admet au plus un antécédent par f. C’est-a-dire que la fonction
f vérifie 'assertion suivante :

V(z,2') R, (f(z) = f(2)) = (z=2).

On dit dans ce cas que la fonction f est injective. Nous étudierons plus en détail cette notion
d’injectivité dans les prochains chapitres.

Corollaire 10. Soit I un intervalle de R et f une fonction strictement monotone sur I. Alors,
tout réel admet au plus un antécédent par f. C’est-a-dire que si un réel y admet un antécédent
par f, alors cet antécédent est unique.

Thémes de réflexions 11. Le corolaire précédent donne un critére pour prouver [‘unicité
d’un antécédent. Connait-on une autre propriété des fonctions qui entraine dans certains cas
l'existence d’un antécédent ?

Définition 12 (fonctions, majorées, minorées, bornées, minimums et maximums). Soit I un
sous-ensemble de R et f une fonction définie sur I & valeurs réelles.
— Pour tout réel M, on dit que M est un majorant de f sur [ si Vo € R, f(x) < M. On
dit simplement que la fonction f est majorée s’il existe un majorant de f sur I.
— Pour tout réel M, on dit que m est un minorant de f sur I si Vo € R, f(z) > m. On
dit simplement que la fonction [ est majorée s’il existe un minorant de f sur I.
— On dit que f est bornée sur [ si AB € R, Ve € I, |f(x)) < B.
— Pour tout réel M, on dit que M est un maximum de f sur [ si M est un majorant de f
sur [ et qu’il admet un antécédent par f sur /.
— Pour tout réel m, on dit que m est un minimum de f sur [ si m est un minorant de f
sur I et qu’il admet un antécédent par f sur I.
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1.4 Point de vue géométrique
1.4.1 Graphe des fonctions

Définition 13 (Graphe d’une fonction réelle). Soit f une fonction défini sur Dy un sous-

ensemble de R et a valeurs réelles. Soit également ( ]

0,1, j) un repére du plan. On appelle graphe
de f ou courbe représentative de f dans le repére (O

,1,7) 'ensemble des points de coordonnées

T
lorsque x parcourt 'ensemble Dy.
( f(x) ey !

1.4.2 Symétrie, parité, imparité

Définition 14 (Parité, imparité). Soit I un intervalle de R symétrique par rapport a 0. C’est-
a-dire que Vx € I, —x € I. Soit également f : I — R une fonction. Alors on dit que :

— festpairesi Ve € I, f(—z)= f(x);

— [ est impaire si Vo € I, f(—z) = —f(z).

Exemple 15. La fonction x — 2 est paire. Plus généralement, pour tout entier n, la fonction
x — 2" est paire si 'entier n est pair et est impaire si n est impair. La fonction z — /z n’est ni
paire ni impaire car son domaine de définition n’est pas symétrique par rapport a 0. La fonction
x — €% est également ni paire ni impaire bien que son domaine de définition soit symétrique
par rapport a 0.

Proposition 16. Soit f une fonction réelle de la variable réelle et Cy sa courbe représentative
dans un repere (O, i, ;) orthonormé.
— La fonction f est paire si et seulement si sa courbe Cy est invariante par la symétrie
aziale d’aze (Oy).
— La fonction f est paire si et seulement si sa courbe Cy est invariante par la symétrie
centrale de centre O (Ou, c’est la méme chose, invariante par la rotation de centre O et
d’angle 7.)

Définition 17 (fonction périodique). Soit E un sous-ensemble de R et f : E'— R une fonction.
On dit que f est périodique si :

IT €R*, Yz € E, (a:—i—TeEet f(x+T):f(x)>.

Remarque 18. Un réel strictement positif T vérifiant la condition ci-dessus est appelé une
période de f. Si f est périodique, elle admet toujours une infinité de période. Lorsqu’il existe
une plus petite période pour la fonction f, on parle parfois abusivement de [a période de la
fonction.

Exemple 19. Les fonctions sinus et cosinus et tangente sont 2m-périodiques (et également
4m-périodiques, 100m-périodiques, etc.)
La fonction tangente est également m-périodique.

La encore, cette propriété posséde une interprétation géométrique a connaitre.

Proposition 20. Soit f une fonction réelle définie sur R tout entier et Cy sa courbe représen-
tative dans un repere (O,Z,;) ainsi que T un réel strictement positif.
La fonction f est T-périodique si et seulement si sa courbe Cy est invariante par la translation

de vecteur T1.

Remarque 21. Si ’ensemble de définition de la fonction n’est pas R entier, et que la fonction f
est T-périodique, alors la translation du graphe de f peut donner un sous-ensemble strict du
R, - R

graphe initial. Prendre I'exemple de la fonction f : s cos 1

pour s’en convaincre.
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1.5 Asymptote

Définition 22 (Asymptote verticale). Soit f une fonction définie sur un intervalle de R et a
un réel de sorte que glcg)rcll = 400 ou %11)1(11 = 400 alors on dit que la droite d’équation x = a est

x<a xr>a
asymptote a la courbe représentative de f.

Définition 23 (Asymptote horizontale ou oblique). Soit f une fonction définie sur un intervalle

non majoré de R. Soit également (a, b) un couple de réel. On dit que la droite d’équation y = azr+

b est asymptote a la courbe représentative de f au voisinage de 400 si lirf (f(x) —ax —b) =0.
T—r+00

Proposition 24. Pour une fonction f donnée, ’asymptote au voisinage de +00, si elle existe
est unique. Dans ce cas, les paramétres (a,b) de la définition précédente se calculent avec a =

lim %‘r) et b= lim (f(z)— ax).
r—+00

T—+00

2 Deérivation

Nous admettons que le lecteur est familier avec la notion de limite.

2.1 Définition grossiére

Définition 25 (Nombre dérivée). Soit I un intervalle de R, a € I et f : I — R une fonction.
On dit que f est dérivable en a si I’application

I—{a} — R
T - T s f(wx):i(a)

admet une limite finie en a. Dans ce cas, cette limite s’appelle le nombre dérivé de f en a et
se note f'(a) ou %(a).

Remarque 26. Avec les notations de la définitions précédentes, si f est dérivable en a, on a
donc, quitte a changer de variable.
f(x) — fla)

f(a) = lim — ., ouencore f'(a) = lim fla+ h})L — f(a)

Proposition 27 (Dérivable implique continue). Si f : I — R est dérivable en a € I, alors, f
est continue en a.

Remarque 28. Attention la réciproque est fausse. Exemple de = — |z| qui est continue en 0
mais n’est pas dérivable en 0.

2.2 Regles de calcul

Proposition 29 (Opérations algébriques). Soient f,g : I — R deux fonctions dérivables en
un point a de I.

i) Pour tout (o, B) € R? la combinaison linéaire af + Bg est dérivable en a et
(aof + Bg)'(a) = af'(a) + By'(a)

i1) Le produit fg est dérivable en a et
(fg9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a)

3



M. Duval PTSI2, Lycée Raspail 8-13 septembre 2025

iii) Si g ne s’annule pas en a, l'inverse é est défini sur un voisinage de a, est dérivable en a et

1 —4'(a)
(5) @@=

g 9*(a)

i) Si g ne s’annule pas en a, le quotient § est défini sur un voisinage de a et est dérivable en
a et ,
(j) (a) = f'(a)g(a) — f(a)g'(a)

g 9*(a)

Proposition 30 (Dérivée d’une composition). Soit I et J deux intervalles de R ainsi que

f:Il—Jetg:J— R deux applications et a € 1. Si f est dérivable en a et si g est dérivable
en f(a), alors go f est dérivable en a et

(go f)(a) =g (f(a)) x f'(a).

2.3 Tableau de variations

Nous rappelons maintenant 1'un des théorémes fondamentaux sur la dérivation qui sera
démontré dans le chapitre idoine.

Théoréme 31 (Lien entre sens de variations et signe de la dérivée). Soit I un intervalle de
R et f une fonction de I dans R. Si f' est une fonction (strictement) positive sur I, alors
[ est (strictement) croissante sur 1. De méme, si f' est (strictement) négative, alors [ est
(strictement) décroissante.

Attention ! Il est crucial dans le théoréme précédent que [ soit un intervalle. Pensez & 'exemple
de la fonction inverse sur R*.

Ce théoréeme permet de tracer les tableau de variations des fonctions.

Remarque 32. La convention veut que les fléches de monotonie apparaissant dans les tableaux
de variations représentent des monotonies strictes.

Remarque 33. La condition de stricte croissance énoncée dans le théoréme |31 est une condition
suffisante mais non nécessaire. Par exemple, la fonction z — 2% est strictement croissante sur
R mais sa dérivée n’est pas strictement positive sur R car elle s’annule en zéro.

Nous essaierons de préciser cela et de donner une condition nécessaire et suffisante de stricte
monotonie pour les fonctions dérivables plus tard dans 'année mais j’invite dés maintenant le
lecteur a essayer de formuler par lui-méme une telle condition.

3 Fonctions exponentielle et logarithme

3.1 Construction de I’exponentielle

Proposition-Définition 34. On admetl’existence d’une unique fonction [ définie et dérivable
sur R telle que :

Ve e R, f'(x) = f(x) et f(0) = 1. Cette fonction est en fait unique et on l'appelle « fonction
exponentielle ». On la note soit x — €*, soit x — exp(x).

Remarque 35. Nous admettrons 'existence d’une telle fonction. En revanche, nous montrerons
qu’elle est unique et nous montrerons les propriétés de cette fonction a ’aide de cette définition.

Proposition 36. La fonction exponentielle a les propriétés suivantes :
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i) Vx € Ryexp(x) >0
i) Vx,y € R,exp(z +y) = exp(z) X exp(y)
iii) Yo € R, exp(—x) = expl(l,)

iv) Yx € R,Vn € Z, (exp )™ = exp(nz)

v) elle est croissante : ¥(x,y) € R* x <y = exp(x) < exp(y)
vi) lim exp(z) =0
T——00

vii) lir+n exp(z) = +00
T—>+00

3.2 Le logarithme népérien

Définition 37. On rappelle I'existence d’une unique fonction f définie sur R7 telle que :
Ve € R, exp(f(z))) = z. On appelle cette fonction « fonction logarithme » et on la note
x +— In(z). On dit que la fonction logarithme est la fonction réciproque de ’exponentielle.

Lemme 38. La fonction logarithme vérifie l’assertion suivante : Vo € R* | In(exp(z)) = .

Proposition 39. La fonction logarithme a les propriétés suivantes :
i) In(1) =0
ii) ¥(z,y) € (R%)?, In(y) = In(z) + In(y)
iii) Vo € R7, In (1) = —1In(x)
w) Vo € RY, Vn € Z, In(2™) = nln(x)
v) elle est croissante : ¥(z,y) € (R})?, = <y = In(z) <lIn(y)
vi) glgl_}r% In(z) = —oc0

vig) lim In(z) = 400

r—r-+00

viii) elle est dérivable sur RY et Vr € R, In'(x) =

8=



	Généralités
	Définitions
	Composition
	Sens de variations
	Point de vue géométrique
	Graphe des fonctions
	Symétrie, parité, imparité

	Asymptote

	Dérivation
	Définition grossière
	Règles de calcul
	Tableau de variations

	Fonctions exponentielle et logarithme
	Construction de l'exponentielle
	Le logarithme népérien
	Calcul des puissances
	Fonction puissance avec exposant fixé


