M. Duval PTSI2, Lycée Raspail 12 - 17 octobre 2026

Colles semaine 7

En bref

— Un point sur les méthodes classiques de raisonnement : Analyse-synthése, par récurrence,
par ’absurde.
— Calcul de sommes/produits.
n n n
— Formules exprimant Y k; > kZet Y ¢~

k=0 k=0 k=0
— Factorisation, développement, permutation de termes dans les sommes.

— Identité remarquable de factorisation de a"*' — b1,
— Factorisation, coefficients binomiaux et formules du binéme de Newton.
— Exemples de sommes doubles, de sommes triangulaires.

— Exemples pratiques de résolution de systémes linéaires.

Exemples de questions de cours

Les étudiantes et étudiants se présentent a la colle en sachant répondre rapidement et pré-
cisément a TOUTES les questions suivantes. Ils seront interrogés sur ['une d’entre elles.
— Démontrer par 'absurde l'irrationnalité de v/2.
— Montrer que pour toute fonction f définie sur R, il existe un unique couple de fonction
p est paire
(p,i) vérifiant < 7 est impaire
f=p+i
Ug = 1
— Déterminer une expression du u,, lorsque u est la suite définie par n
Vn € N, Up+1 = Z UL
k=0

(Conjecture +récurrence forte).
n

— Citer et démontrer la formule pour calculer Y ¢*.
k=0
— Citer la formule du binome. L’appliquer pour calculer Y- k(7).

. k=0
— Calculer > L

Lt ]
1<i<j<n

Notes au colleur

Cette semaine, nous ferons colle en trois temps :

— D’abord une question de cours parmi les exemples ci-dessus.

— Puis un systéme a résoudre. On évitera toute question théorique sur les systémes, on veut
Juste vérifier que les étudiants savent se ramener & un systéme triangulaire/échelonné
par pivot de Gauss.

— Dans le temps restant, on pourra poser un exercice de son choix.



M. Duval PTSI2, Lycée Raspail 12 - 17 octobre 2026

En détail

1 Principes logiques

Reprise du programme précédent

2 Calculs de sommes

2.1 Exemples 4 connaitre

Proposition 1 (Sommes arithmétiques et géométriques). Pour tout entier naturel n, on a :

Plus généralement si a est une suite amthmetzque et n et m deux entiers naturels vérifiant
n <m, alors :

— (m—n+1)(a, + an)
Zak: 2 -
k=

Pour tout nombre réel q,

n n+1 sig=1

o —1—q siqg#1

Proposition 2. Pour tout entier naturel n, on a :

,  nn+1)2n+1)
Zk 6 ’

2.2 Reégles de calcul

Proposition 3 (Factorisation et développement). Soit (ay) et (by) deuz suites de réels et m et
n des entiers naturels vérifiant m < n. Alors :

i) > (ax+br) = >0 ax+ > b
k=m k=m k=m

ii) Soient A un nombre réel, | € N, alors,

Z )\ak —)\Zak

k=m

Zn:ak—i—)\ (Zak> (n—m+ 1)\

Proposition 4 (Régle de Chasles pour les sommes). Soient p, q et r trois entiers naturels tels
que p <1 < q et a une suite de réels, alors :

q r q r—1 q
E arp = E ap + E ap — E ar + E ag.
k=p k=p k=p k=r

k=r+1
2n
Exemple 5. Calculer ) min(k,n) pour tout entier naturel n.
k=0
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2.3 Changement d’indices
Méthode 6 (Décalage d’indice). Soient p, g et r des entiers avec p < ¢. On dit que 'on fait un

q
¢ indi n mm = ay, si ’on considére un nouvel indice j = .
décalage d’indice dans la somme S , si 'on considére ouvel indice k +
k=p

1. On a donc définit le nouvel indice j par j = k + r.
2. On peut écrire la relation réciproque k = j —r

3. Ainsi dans la somme, le terme générique a; devient a;_,. Et les bornes k = pet k = ¢
deviennent respectivement j =p+ret j=q+r.

q gtr
On peut donc écrire : S = > ap = Y, aj_,.
k=p J=p+r

q
Méthode 7 (Symétrisation). Soient p,q et r des entiers avec p < g et S = > a;. On dit que
k=p
I’on fait une symétrisation d’indice lorsque :

1. On définit un nouvel indice j par j = q — k.
2. On peut écrire la relation réciproque k = q — j

3. Ainsi dans la somme, le terme générique a; devient a,_;. Et les bornes k = p et k = ¢
deviennent respectivement j = ¢ — p et j = 0 (Notons que la borne supérieure devient la
borne inférieure et vice versa).

q a—p
On peut donc écrire : S = > ap = Y a,;.
k=p =0
2.4 Une application, les sommes télescopiques
Lemme 8. Soit a une suite de complexes et p et q deux entiers naturels vérifiant p < q; alors :

q

Z(@kﬂ — Q) = Agy1 — Q.

k=p

Application 9 (Une nouvelle identité remarquable). Soit a et b deux réels et n un entier

naturel. Alors :
anJrl . anrl _ (CL _ b) (Z ankbk> )
k=0

Si, de plus n est un entier pair (et donc n + 1 est impair), alors :

6Ln-&-l + bn—i—l — (a+ b) (i(_l)kan—kbk) )

k=0
3 Extension aux produits

3.1 Reégles de calcul

Proposition 10 (Régles de calcul pour les produits). Soit (ax) et (by) deuz suites de réels et
m et n des entiers naturels vérifiant m < n. Alors :

i) k]f[m(akbk) - (ﬁ ak) (k]f[mbk) .

k=m
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ii) Soient A un nombre réel, alors,

H ()\ak) = )\n_m+1 <H a,k> .

ICE (ﬁ )

k=m k=m
Exercice 11. Ecrire la régle de Chasles pour les produits

Proposition 12 (Changement d’indice). Les régles de changement d’indices pour les produits
sont exactement les mémes que pour les sommes.

Proposition 13 (Produits télescopique). Soit a une suite de réels et p et q deuz entiers naturels

vérifiant p < q; alors :
q

H Ak+1 _ Qg+l
kmp Qg Qp
3.2 Sommes & double indices

Définition 14. Soit (a;;)( jjen2 une famille de réels a double indices et n et m deux entiers
naturels. On appelle somme double, toute expression de type :

E am-.

1<i<n
1<G<m

Cette expression désigne la valeur de la somme des élément de ’ensemble {a; ; | (i,7) € [1; n] x [1; n]}.

3.2.1 Ce qu’on peut faire

Proposition 15 (Un cas favorable). Soit b et ¢ deux suites de réels et n et m deuz entiers

naturels; alors :
Z biCj = (Z bl> (Z Cj) .
i=1 j=1

1<i<n
1<j<m

Proposition 16 (sommation en lignes ou en colonnes). Soit (a; ;) enz une famille de réels a
double indices et n et m deux entiers naturels; alors :

n m m n
E%ZE E% :E Eau :
1<ign i=1 \j=1 j=1 \i=1

1<j<m

Ces formules correspondent a regrouper les éléments a sommer en un tableau puis a sommer
lignes par lignes ou bien colonnes par colonnes.
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3.2.2 Cas des sommes triangulaires
Proposition 17 (sommes triangulaires). Ce sont des sommes du type : Y.  a;;.

0<i<isn
Les formules de sommations en lignes et en colonnes s’écrivent respectivement :

n n n J
E: al}j:§ :§ :ai,j:§ :E :al}j

0<i<j<n i=0 j=i j=0 =0
et
n—1 n n j—1
E : Aij = E : E :am: E E :az‘,j
0<i<j<n i=0 j=i+1 j=1 i=0

4 Coeflicients binomiaux

4.1 Définitions

n

Définition 18. Pour tout entier naturel non nul n, on pose n! := [] k. Le nombre n! est
k=1

appelé factorielle de n

Définition 19. Soient n et p deux entiers naturels, on appelle coefficient binomial « p
parmi n », et 'on note (’;), le nombre suivant :

n! .
n ——— SIp< N
(p) =< pl(n —p)!

0 sinon

4.2 Propriétés élémentaires

Proposition 20 (Relation de récurrence sur les factorielles). Soit n € N, alors (n + 1)! =

n+1)n! et (n%;l)' =nl.

Proposition 21 (Premiéres propriétés). Les coefficients binomiaux satisfont les propriétés sui-
vantes

p—1
Z) Szp < n, (Z) _ (n—p+1)><(np!—p+2)><...><n _ I%kH (n o k’)
=0

i) vneN, (()=1 (O)=L D=n (= n(n=1)

n 1 2 2

Proposition 22 (Symétries des coefficients binomiaux). Soit p et n deux entiers naturels

Proposition 23 (Formule de Pascal). Soit p et n deux entiers naturels vérifiant p < n. On
suppose de plus quen > 1 et p > 1,

G)= () Go)

= + ,

p p p—1

Proposition 24 (Formule du capitaine). Soit p et n deux entiers naturels vérifiant p < n. On

suppose de plus quen > 1 et p > 1,
()G
P =n .
p p—1

3
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4.3 Formule du bindome

Proposition 25 (Formule du binome de Newton).

Y(a,b) € C2, Yn €N, (a+b)" = (Z) ak bk,
k=0

Remarque 26. En appliquant cette formule avec b = 1, il vient :

Va € C, Vn € N, Z (Z)ak =(1+a)".

k=0
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