WiGens MATHEMATIQUES 2025-2026

DEVOIR SURVEILLE N° 1
Correction

Exercices
Exercice 1— 1. (E;) Soit € R. Alors
b <1<:>72 <1
1+22 — 2 1+22 —
—-1<
<= e <0
2—(1+2?%)
-~ 7 <L0
14+22 —
1— 22
<
<= 1+5’3270
— 1-2%2<0
— 2-1>0
(z»‘xe]—oo,—l]u[l,—&—oo[‘

2. (E2) Soit « # 0. Alors

1
=2 — x2+—2:2
X
2t +1
= 7 = 2.
X
— zt+1=2:2
— z*—2224+1=0
— X?2_92X+1=0
— X =1
— 22=1
—

F==1)

3. (E3) Soit x € R. Alors

[z +1 =z -2 <
=
=

<~

car 1+ 22 >0

cf. signe d’une fonction poly. du second degré

on pose X = z2

apres avoir résolu cette equation du second degré

dist(z, —1) = dist(z, 2)
x est équidistant de —1 et 2

x est le milieu de [—1, 2]

4. (E;) Tout d’abord 2 — 2 > 0 <= z < 2. Soit donc = < 2.

On raisonne par analyse-synthése. Si 2 = /2 — z, alors 22 = 2 — x si bien que z est racine du polynéme X? + X — 2. Or

ces dernieres sont = 2i3 =-2,1.
Inversement, on remarque en remplacant dans (F4) que x = —2 n’est pas solution. Par contre, x = 1 est solution. Ainsi,

‘x:\/ﬂ — z=1.
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Exercice 2—  La fonction sin est définie et dérivable sur R et la fonction In est définie et dérivable sur R* . En outre, pour
tout > 0
In(z) =0 < z=1

Ainsi, | la fonction f est définie et dérivable sur R \ {1} =]0, 1{U]1, +o00[ ‘

Pour tout x dans cet ensemble,

sin’(z) In(x) — sin(z) In'(z)

f'w) = 1n2(x)

_xcos(z)In(x) — sin(x)

B x1n?(z)

e La fonction z — 22 — 1 est définie et dérivable sur R.

La fonction In sur ]0, +oo[. 1l s’agit donc de résoudre 22 — 1 > 0. Or le polynéme X2 — 1 a pour racines 1 et —1 et son
coefficient dominant est positif. Ainsi pour x € R, on a

22 —1>0 <= €] — oo, —1[U]1, +oo[

Finalement, ‘la fonction g est définie et dérivable sur | — oo, —1[U]1, +o00] ‘

Pour tout z dans cet ensemble,

2z
/ p—
g (.’I;) - I2 —1
o La fonction z — _77 est définie et dérivable sur R\ {—1}.
La fonction = + /z est définie sur [0, +oo[ et dérivable sur |0, +oo[. Il s’agit donc de déterminer le signe 5. Or un

tableau de signe donne

>0 < z €] — o0, —1[U][0,400]
z+1

et

— -1 .
pora >0 < z €] —o00,—1[U]0, +o0]

Ainsi, | la fonction h est définie sur | — oo, —1[U [0, +00[ et dérivable sur | — oo, —1[U]0, +-00[ ‘

Pour tout  dans ce dernier ensemble,

1 d-i5
h/(.T) _ % z+1
2 ac-w',-l dw

_ 1 X:E+1—ac
o ; 1)2
2,/z2  (@+1)
1

T 2VavE + I(z+ 1)

Exercice 3— La fonction f: x — e* —x—1 est définie et dérivable sur R. Sa dérivée est donnée pour tout z € R par f/(z) = e*—1.

On a alors clairement, pour z € R :
f(x)=0 < =0

et
() >0 < z>0.

Le tableau des variations indique alors que f admet un minimum en 0. Or un simple calcul donne f(0) = 0. Donc f est positive
sur R, ce qu’il fallait démontrer.



PARC
=VILGENIS

MATHEMATIQUES

2025-2026
Exercice 4— Premier cas : f est croissante. Alors, pour tout = € [a,b], on a a < x < b si bien que f(a) < f(x) < f(b). Ainsi, f
est minorée par f(a) et majorée par f(b).
Second cas : f est décroissante. Alors, pour tout x € [a, b], on a toujours a < x < b ce qui cette fois entraine f(a) > f(z) > f(b)
Ainsi, f est minorée par f(b) et majorée par f(a).

Dans les deux cas, on aboutit & la méme conclusion : | f est bornée.

NG
2 9
Probleme d’analyse
1. On a
e lim, ,glnz = —00,
e lim, ,g22=07.
Par quotient de limites, on a
lim fy(z) = —oc.
z—0
Par ailleurs, d’apres les croissances comparées, on a
o 110) =0

On en déduit que C; admet

e une asymptote verticale, la droite d’équation x = 0,

e une asymptote horizontale, la droite d’équation y = 0.

2. La fonction f; est définie et dérivable sur |0, +oo] et, pour tout = > 0, on a

- _ Lxa?—2zn(x)
fl( )_ (IQ)Q
1—-2In(z)

3

Pour tout z € R%, 2® est positif, donc le signe de f{(z) est celui de 1 — 2In (z). Or

1-2Ilnz=0 <— lnx:%

= z=+/e
et

1-2lnx <0 < Inx

Y

car la fonction exp est strictement croissante.
Par ailleurs, on a

On obtient donc de tableau de variation suivant :
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x 0 Ve +00
1(x) + 0 —

fi() *
1 . / \ .

3. D’apres le cours, cette tangente a pour équation y = f](zo)(z — z9) + f1(x0). Avec 2o = 1, cela donne

4. On a

e lim, o (In x)2 = +00,

e lim, ,oz2=0"%.

Par quotient de limites, on a

lim fa(z) = +o0.

z—0

Par ailleurs, d’apres les croissances comparées, on a

lim fo(x) =0.

T—r+0o0

On en déduit que C; admet

e une asymptote verticale, la droite d’équation x = 0,

e une asymptote horizontale, la droite d’équation y = 0.

5. La fonction fy est définie et dérivable sur |0, +oo] et, pour tout = > 0, on a

, 2# x 22 — 2z (In (z))*
Q(x) (a:Q)Q

In(z)(1 —In(x)) .

=2 X
3

Pour tout z € R, % est positif, donc le signe de f5(z) est celui de In (z)(1 —In(z)). Or

3

l1-Inz=0 < Inz=1

— r=e€
et
1-lnz<0 < lnz>1
< T >e car la fonction exp est croissante.
De plus,
In(z)=0 <= =1
et

In(z) <0 <= 2<1

Par ailleurs, on a
f2(1)=0, fale) = .

On obtient donc de tableau de variation suivant :
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T 0 1 e +o00
Inz — 0 + +
1—-Inzx + + 0 —
1(x) — 0 + 0 —
+00 4
fi(z) \ / e \
0 0

6. Soit x > 0. On a

= |2 €0,1JU[2,+o0|

d’apres une étude faite en 5.

3
0.5 1.0

1.5 2.0 2.5

3.0
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8. La fonction F' est définie et dérivable sur R7 et, pour tout = > 0,

9.

%xx—lx(l+ln(az))
2

Flx) = .
—In (2)

2

=|—fi(z).

Ainsi, —F est une primitive de f; sur R Il s’en suit :

11:/1 fi(t)de
- RO
=F(1) — F(e)

2
=1-=

e—2
Pt

(a) Les fonctions v et v sont dérivables sur R* . La fonction H 'est aussi et on a pour tout z > 0 :

=n+1)———

n+1
_ Wy )

=[fua (@) — (0 + D fu(a).]

8
Blo
8

[\v]

(b) D’apres la question précédente, on a
Vo >0, foii(z)=H'(x)+ (n+1)f.(x).
Ainsi, . . .
/ for1(t)dt = / H'(t)dt + (n+ 1)/ fa(t)dt
se qui se réécrit 1 1e 1
[ :/1 H'(t)dt + (n + DI,

Reste & évaluer cette intégrale. Il est clair que H est une primitive de H" sur R%. On a donc

fwww=wmﬁ
— H(e)— H()

Conclusion : on a bien

10. On a,

1
Ih=—+42L d’apres la question précédente
e
1 -2
=——42x ¢ d’apres la question 8.
e e
2e — 5
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D’apres la question 6, C1 est au-dessus de C2 entre 1 et e. L’aire demandée est donc
A= [ £ - o
1
— [ nwae- [
1 1
=1 -1
—2 2e-5
. 2 d’aprées la question 8. et ce qui précede
e e
|3—e
==
11. Soit n € N*.
(a) On a
n+D!=Mm+1)xnx---x1
—_———
=n!
=l(n+1) xn!
(b) Voici comment rédiger une récurrence.
Initialisation : n =1. On a
Il o eg2 o e—2
1T e
Par ailleurs,
1 1 1 2 e—2
l-—-(14=4+4+—=]=1--x(1+1)=1—--= .
e 1! n! e e
On observe 1’égalité. v/
Hérédité. Soit n € N*. On suppose
1, 1 1 1
e e I [ R R HR
n! e ( + 1! Tt n!) (HR)
Alors,
Ly _ —g+ @+ S .
CES CES] d’apres la question 9.b.
B 1 n+1
 (n+DIxe (m+D"
! 4 1o d’apres 1 ti bcédent
=+ — apres la question précédente
(n+1)!xe nl P d P
1 1 1 1
_ {1+ = — d’apreés (HR
i+ Dixe e( LT m) aprés (HR)
1 1 1
=l--(14+4=4+4+—= |V
e< TR +(n—|—1)!)

D’apres le principe de récurrence, on a
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12. Soit n € N*.

Comme la fonction In est croissante, on a pour tout x € [1, €]
In(1) <In(z) <ln(e)

soit encore
0<In(z)<1

La fonction z +— x™ étant croissante sur R, on déduit
0" < (Iln(x))" <1™

soit encore
0<(ln(z))" <1

Par ailleurs, pour tout o € [1,e], 22 est strictement positif. Ainsi

Conclusion partielle : pour tout = € [1,€], on a

On integre cette inégalité entre 1 et e :

ce qui donne

Comme % est positif, on obtient finalement

0<I, <1
13. Soit n € N*. D’apres la question précédente, on a
e @)
Clairement :
n!'>n

Comme toute suite minorée par une suite tendant vers +o0o tend elle-méme vers +oo, et la suite (n),en tend vers 400, on
voit que
n! — 4o00.
1

Donc -7 — 0. D’apres le Théoréme des Gendarmes, I'inégalité (4) ci-avant donne

1
= 0.
n!
On conclut :
1,
I+ +—==e|ll- =
! n!
~—
-0
—1
[ —
—e
1
lim 14---+—=e
n——+o00 n!




