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COUPLES DE VAD

Les basiques

Exercice 1.
Le couple de variable aléatoires (X, Y) a pour loi conjointe

Loy |2 [ |

1 1/5 1/5 a
2 1/10 | 1/10 | 1/20
3 1/5 0 1/10

I

1. Trouver la valeur de a pour que I'on ait bien une loi de probabilité.
2. Calculer les lois marginale de X et Y.

3. Calculerlaloi de X sachant Y =1

4. Lesvariables aléatoires sont elles indépendantes?

Exercice 2.
Soit X une variable aléatoire dont la loi est donnée par

1 1 1 1
[P’(X——l)—g IP’(X—O)—E [P’(X—l)—ﬁ [FD(X—Z)—Z

Onnote Y = X2.
1. Calculer laloi du couple (X,Y)
2. X et Y sontelles indépendantes?

Exercice 3.

2023-2024
BCPST Spé 2

On dispose de n urnes numérotées de 1 a n. L'urne k contient k billes numérotées de 1 a k. On

choisit une urne au hasard et on tire une boule au hasard dans cette urne.
On note X le numéro de I'urne choisie et Y le numéro de la bille tirée.

1. Lénoncé nous donne de facon implicite deux probabilités, dont une conditionnelle. Les-

quelles?
. Calculer la loi du couple (X, Y)
. En déduirelaloide Y.
. CalculerP(X=Y)
X et Y sont elles des variables aléatoires indépendantes?
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7. Utiliser la fonction précédente pour calculer une estimation de P(X = Y).

. Ecrire une fonction simul(n) qui renvoie une simulation des valeurs de X et Y. On rap-
pelle que random.randint (a,b) renvoie un entier au hasard uniformément entre a et

Les classiques

Exercice 4.
Les clients d’'un supermarché on chacun une probabilité p € ]0; 1[ de payer avec une carte ban-
caire

On note X la variable aléatoire donnant le nombre de clients en une journée et Y le nombre
de personne payant par carte bancaire en une journée. On admet que X et Y sont deux variables
aléatoires discretes définies sur le méme espace probabilisée (Q, </,P) et que X — Z(A) avec
A>0.

1. Rappeler les propriétés de la loi de Poisson.

2. Interpréter I'énoncé pour obtenir P(x_j) (Y = 1)
3. En déduire la loi marginale de Y.

4. Y admet-elle une espérance? Si oui la calculer.

Exercice 5 (a).
Dans cet exercice on pourra manipuler les X infini comme desZ finis.

Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N.
On suppose que la loi conjointe de X et Y vérifie

P(X=jIn[Y=k]) = ﬁ avec a€R
1. Déterminer la valeur de a pour que la somme des probabilités Z(j pen2 PUX = jln[Y =
k) =1
2. Reconnaitre les lois marginales de X et Y.

3. Lesvariables X et Y sont elles indépendantes?

Exercice 6.

Dans cet exercice on pourra manipuler les X infini comme desX finis.
Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N.

On suppose que la loi conjointe de X et Y vérifie

jt+k
2j+k

Y,k eNALP(X=/In[Y=kD)=a- avec acR

. Déterminer la valeur de a.

. Déterminer les lois marginales X et Y.

. Les variables X et Y sont elles indépendantes?
. Calculer P(X =Y).
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Exercice 7 (Somme double pour calcul d'une espérance).
On Continue ici I'exercice 3
1 i
1. Montrer que E(Y) = o Y1<igk<n %
n+3
2. En déduire que E(Y) =

3. Avec une technique analogue calculer E(Y?) et en déduire la variance de Y.



Les techniques utiles

Exercice 8.
X, y et z désignent des réels.
1. Montrer que x + y = max(x, y) + min(x, y)
2. Montrer que max(x, y, z) = max(max(x, y), z)
x+y—lx-yl
2
4. Trouver une formule analogue pour max(x, y)

3. Montrer que min(x, y) =

Exercice 9.
On suppose que X et Y sont deux variables aléatoires. Le but de cet exercice est de « commen-
cer» acalculerlaloi de X + Y. Compléter les formules suivantes

1. Exemple Si X(Q) =Net Y(Q2) =Nalors (X+Y)(Q)=Net

vneN [X+Y=n]= LnJ[X:j]n[Y:n—j]: Lnj
j=0 j=0
et dans cette union les événements sont incompatibles deux a deux.
. SiX(Q)=N*et Y(Q)=N* alors...
. SiX(@Q) =NetY(Q)=N*alors...
. SiX(Q)=Net Y(Q)=N\{0,1} alors...
. SiX(Q)=ZetY(Q)=Zalors...
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Exercice 10 (Maximum de trois vad, minimum de trois vad).
Soit X, Y et Z trois vad de support N en s’inspirant du cours donner une méthode pour calculer
min(X, Y, Z) etmax(X,Y, Z)

Somme, max, min

Exercice 11.
On lance deux pieces qui donnent pile avec la probabilité p € ]0; 1[.
On lance la premiere piece jusqu’au premier pile et on note Xj le rang du premier pile pour la
premiere piece. On prend la deuxiéme piéce et on la lance jusqu’a obtenir un pile et on note X»
le rang d’apparition du premier pile .

1. Analyse dy sujet : X et X» sont elles indépendantes? Qu’elles sont leur loi.

2. Calculer laloi de X7 + X»

3. Calculer Py, 4+ x,=n(X1 =k)

4. Analyse du sujet : Décrire une expérience avec des des qui nous ferait a faire le méme type

de calcul

Exercice 12 (une somme).
On suppose que X et Y sont indépendantes et suivent une méme loi géométrique de parametre
pelo;1[.

Onpose Z=X+Y

1. Compléter et démontrer la formule suivante pour n € N

Z=n=JX=kn[Y=..]
k=...

2. En déduire la loi de Z

Exercice 13.
Soit X et Y deux variable aléatoires discrétes indépendantes de méme loi ¢(p). Calculer la pro-
babilité de I'évenement

max(X,Y) =min(X,Y)

Exercice 14 (Trois lois de Bernoulli).
Soit A, B et C trois variables aléatoires indépendantes suivant une loi %(p) avec p]0; 1[.
1. Calculer laloi de ABC

2. Aet ABC sont elles indépendantes?

Exercice 15 (Trois lois uniformes).
Soit X, Y et Z trois variables aléatoires suivant la méme loi uniforme sur [1, n]. On suppose de
plus qu’elles sont indépendantes.

1. Calculerlaloi de max(X,Y, Z).

2. Quelles sont les valeurs prises par X + Y ?

3. Montrer que
k-1
n2
2n—k+1
n2

sike[2,n]
PX+Y =k =

sike[n+1,2n]

4. Vérifier que 'on a bien une loi de probabilité.
5. CalculerP(X+Y = 2).

Exercice 16.
Soit p et r deux réels de ]0; 1], et

X—9(p) Y—90

On suppose de plus que X et Y sont indépendantes.
1. Calculer P(X > k).
2. En déduire la loi de min(X, Y)
3. CalculerP(X >Y)
4

. Comment interpréter les résultats précédents en termes de lancer de pieces.

Covariance

Exercice 17.

Soit A et B deux variables indépendantes suivant la loi % ([1, n])
. Simplifier [A+ B =2n]n[A-B=0]

. En déduire que A+ B et A— B ne sont pas indépendantes
. Montrer cov(A+ B, A— B) = V(A) - V(B)

. A+ Bet A— B sontelles corrélées?

=W N



Exercice 18.
On suppose que X et Y sont deux variables aléatoires finies telles que

X(Q) ={x1,x2,...,xp} et Y(Q) = {y1,y2,..., ym}

Compléter la formule suivante
Cov(X,Y) = (Z Y X y?P (?)) —EX)E®Y)

Exercice 19.
Soit X une variable aléatoire suivante la loi uniforme sur [1, n]. Soit z une variable aléatoire
suivant la loi donnée par :

zZ@Q)=1{-1, 1} P(z=-1)=P(z=1)
On suppose que X et z sont indépendantes et on note
Y=2zX

1. X et Y sont-elles indépendantes?
2. Calculer laloi du couple (X,Y)
3. Calculer Cov(X,Y).
4. Conclusion?
Exercice 20.

Soit X, Y et Z trois variables aléatoires indépendantes suivant une loi de Poisson de méme pa-
rametre A.

1. Donnerlaloide X+ Y etlaloide Y+ Z
2. Calculer la covariancede X +Y et Y + Z
Exercice 21.

La variable X suit une loi de Poisson de parametre A et la variable aléatoire Y suit une loi bino-
miale 2(X, p) ot p est un réel fixé appartenant a ]0; 1[.

1. Calculer Px—;(Y =1i). On distinguerales cas i < jeti> j.
2. En déduire la loi du couple (X, Y).
3. Montrer que Y suit une loi de Poisson dont on déterminera le parametre.

4. On note Z la variable aléatoire représentant le nombre d’échec. Montrer sans calcul que

Z suit une loi de Poisson de parametre 1q.
5. Montrer que Y et Z sont indépendantes.
6. Montrer que V(Z2) = V(X)+ V(Y) —2cov(X, Y).
7. En déduire cov(X, Y).
8. Que vaut cov(X,2)?

Exercice 22.

On répartit aléatoirement m boules dans 7 urnes. On suppose que m > 4 et n > 3. Les urnes sont
numérotées de 1 a n et on note X; la variable aléatoire qui vaut 1 si 'urne i contient au moins
une boule ala fin de I'expérience et 0 sinon.

1. Analyse du sujet Comment interpréter I'énoncé « répartit aléatoirement...»?

2. Calculer P(X; = 0), en déduire la loi de X;
3. Calculer P([X; =1]n [Xj =1]) (distinguerlescasi=jeti# j)

4. Calculer Cov(Xi,Xj].

5. X; et X; sont elles indépendantes

6. Analyse du sujet décrire une expérience qui nous ferait faire le méme type de calculs.

Suites de vad

Exercice 23 (Somme de loi de Bernoulli).

Soit (X;);en une suite de variable aléatoires mutuellement indépendantes et suivant toute la
méme loi de Bernoulli 8(p).

Quelle estlaloide X7 +---+ X, ?

Exercice 24 (Somme de lois binomiales).

Soit (X;)jen une suite de variable aléatoires mutuellement indépendantes et telle que X; suit
une loi binomiale %(2,?).

Quelleestlaloide X +---+ X, ?

Exercice 25 (Somme de lois Poisson).

Soit (X;);en une suite de variable aléatoires mutuellement indépendantes et telle que X; suit
une loi de Poisson 22(1;).

Quelle estlaloide X +---+ X, ?

Exercice 26.

Soit X7, Xo, ... X; des variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi ¢4 (p). On note m =
min(X; Xp,...,Xp,) et M = max(X; X»,..., Xy). On note g = 1 — p, et k désigne un entier naturel
non nul.

1. Montrer que P(X; > k) = qk.
2. Calculer P(m > k) et en déduire la loi de m.
3. Calculer E(m).
4. Calculerlaloi de M.
Exercice 27.
Une urne contient n1 boules portant le numéro 1, np boules portant le numéro 2 et n3 boules

portant le numéro 3. On effectue k tirages avec remise et no note X7 la variable aléatoire donnant
le nombre de boules 1 obtenues, X, le nombre de billes 2 obtenues et X3 le nombre de billes 3.

1. Donner les lois des variables X7, X», X3 ainsi que leur espérance et leur variance.
. Donner la loi de X7 + X» et en déduire cov(Xy, Xo).
. Que peut on dire du signe de cette covariance?

. Proposer un programme python pour simuler cette expérience.
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. On suppose maintenant que ny = nj et nz = 0. Que vaut alors Cov (() X1, X2)

Exercice 28.
Soit (X) zen* une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, a
valeur dans {-1, 1}, telles que pour tout n € N*

P(Xn=1)=pavec pe]0;1[



Pour tout n € N* , on pose
n
V=[] X;
i=1

1. Déterminer les lois de Y» et Y3 .

IN)

. Pour tout n € N* , on pose P(Y;, = 1) = p,, . Déterminer une relation de récurrence entre
Pn+1€tpn.

. En déduirelaloide Yy .

. Calculer, pour tout n € N, Cov(Yy, Y4+1)-

. Existe-t-il des valeurs de p pour lesquelles Yy et Y;41 sont indépendantes?
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. Ecrire une fonction simulationY(n,p) en python pour simuler la variable aléatoire Yy,.

Exercice 29.
Soit (Xy) ,en* une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, a
valeur dans {-1, 1}, telles que pour tout n € N*

P(Xn =1)=pavec pe]0; 1]
On pose
n
Sn=) Xk
k=1

et on note B; une variable aléatoire suivant la loi de Bernouilli 2(p)

1. Trouver deuxréels a et b tel que X; = aB; + b

2. Trouver laloi de Sy, donner son espérance et sa variance.

3. Ecrire une fonction simulationS(n,p) en python pour simulerlaloide Sj .

4. Calculer, pour tout n € N*, Cov(Sp, Sp+1)-

5. Existe-t-il des valeurs de p pour lesquelles Sy, et S;,+1 sont indépendantes?

Pour aller plus loin

Exercice 30.
Soit (X;)jen* une suite de variable aléatoires mutuellement indépendantes et suivant toute la
loi A(p).

Soit N un variable aléatoire indépendante des précédentes qui suit une loi 22(1) On note
pour tout entier

n
Sn=Y X
k=1
1. Pour n fixé donner la loi de Sj,.
2. Onpose Y =Sy.Donner Pn—, (Y =k)
3. Endéduirelaloide Y.
4. Bonus reprendre I'exo pour X; — %8(n, p)
Exercice 31 (Inégalité de Cauchy-Schwarz et coefficient de corrélation linéaire).

Soit X et Y deux variables aléatoires admettant un moment d’ordre 2 et de variance non nulle.
On défini le coefficient de corrélation linéaire par

Cov(X,Y)
Ox0y

p(X,Y) =

1. En s’sinpirant de la démonstration vue pour le produit scalaire, démontrer que
loX, V)| <oxoy

2. Quefestle cas d’égalité
3. Endéduire |p(X,Y)| <1

Exercice 32 (Variance d’'une somme de n VAD).
Soit X1, X2, ... Xp, n variables aléatoires qui admettent des moment d’ordre 2

1. Compléter et démontrer la formule
n
v V(X +2 Y. Cov(X;, X;)

= =

2. Combien y atil de termes dans le second sigma?



