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ALGORITHMIQUE ET INFORMATIQUE

Durée : 45 minutes

L’usage d’abaques, de tables, de calculatrice et de tout instrument élec-
tronique susceptible de permettre au candidat d’accéder a des données
et de les traiter par les moyens autres que ceux fournis dans le sujet est
interdit.

Chaque candidat est responsable de la vérification de son sujet d’épreuve :
pagination et impression de chaque page. Ce controle doit étre fait en début
d’épreuve. En cas de doute, le candidat doit alerter au plus tot le surveillant qui
vérifiera et, éventuellement, remplacera le sujet.

Ce sujet comporte 5 pages numérotées de 1a 5.

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur
d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les
raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

On rappelle les trois syntaxes d’extraction de sous-chaines (encore appelée “slicing”) sur une chaine
de caracteres. Considérons une chaine de caracteres ch de longueur n, et i < j deux indices valides
de ch, c’est-a-dire: 0 < i < j < n.
— ch[i:j] estla sous-chaine de caractéres (consécutifs) de ch, de 'indice i compris a I'indice
j exclu.
— ch[:j] estla sous-chaine de caracteéres (consécutifs) ch[0:5].
— chli:] estla sous-chaine de caractéres (consécutifs) de ch, a partir de I'indice i compris (et
jusqu’a la fin de la chaine).

Par exemple, si ch = "ATGCAGT", alors ch[2:5] = "GCA", ch[:4] = "ATGC" etch[3:] = "CAGT".

Ce sujet porte sur la recherche de sous-chaines dans une chaine de caracteres : on cherchera
d’abord un algorithme naif puis on cherchera a implémenter I’algorithme KMP. Ce dernier trouve
des applications en bio-informatique, dans la recherche de suites de codons dans des séquences
d’ADN.

On dira dans tout le sujet qu'une chaine de caractéres mot de longueur p est contenue et com-
mence a 'indice i dans une chaine de caractére texte si les chaines texte[i:i+p] et mot sont

égales.

1. Recherche de sous-chaine par force brute

1. Donner sans justification tous les indices auxquels la chaine de caractéres "AAT" commence
et est contenue dans la chaine de caracteéres "TTAATGCAATAAC".

2. Parmi les quatre fonctions ci-apres, déterminer I'unique fonction chaines_egales qui prend
en argument deux chaines de caractéres chainel et chaine2 de méme longueur (on ne
vérifiera pas cette hypothése) et renvoie True si les deux chaines sont égales, et False sinon.

Aucune justification n’est attendue.



def chaines_egalesl(chainel, chaine2):|/def chaines_egales2(chainel, chaine2):
n = len(chainel) n = len(chainel)
for i in range(n): i=0
for j in range(n): while i < n:
if chainel[i] != chaine2[j]: if chainel[i] != chaine2[i]:
return False return False
else: i+=1
return True return True

def chaines_egales3(chainel, chaine2):||def chaines_egales4(chainel, chaine2):

n = len(chainel) n = len(chainel)
i=0 for i in range(n):
while i < n: for j in range(n):
if chainel[i] == chaine2[i]: if chainel[i] != chaine2[j]:
return True return False
else: return True
i +=1

return False

3. ATaide de la fonction précédente, écrire une fonction 1iste_occurrences qui prend en argument
deux chaines de caractéres texte et mot qui renvoie la liste des indices ou est contenue et commence
la chaine mot dans la chaine texte. On écrira ici un algorithme naif qui recherche la chaine mot a
tous les indices valables dans la chaine texte.
Par exemple, U'instruction liste_occurrences ("TTAATGCAATAAC", "AAT") devra renvoyer [2, 71,
tandis que 1iste_occurrences ("TTAATGCAATAAC", "ATT") devra renvoyer la liste vide [].

4. En déduire une fonction qui renvoie le plus petit indice ol une chaine de caractéres mot commence
et est contenue dans une chaine de caractéres texte, et None si elle n’y apparait pas.

2. Bord d’une chaine de caractéres

On dit qu'une chaine de caracteres sousch est :

— un préfixe d’une chaine de caracteres ch s’il existe un indice j vérifiant 0 < j <len(ch) et tel que
les chaines ch[0:j] et sousch soient égales; par convention, la chaine vide "" est préfixe de toute
chaine de caracteéres.

Par exemple "GCC" est un préfixe de "GCCATC".
— un suffixe d’une chaine de caractéres ch s’il existe un indice j vérifiant 0 < j < len(ch) et tel que

les chaines ch[j:] et sousch soient égales; par convention, la chaine vide "" est suffixe de toute
chaine de caracteres.

Par exemple "ATC" est un suffixe de "GCCATC".

— le bord d’une chaine de caracteres ch si sousch est la plus longue chaine de caractéres distincte de
ch qui soit a la fois un préfixe et un suffixe de ch.

Par exemple :
o "AGT" est le bord de "AGTCGAGT";
 la chaine vide "" est le bord de "AGTCGAGTC" ;

« "TTT" est le bord de "TTTGCCTTT", alors que "TT" ne lest pas (c’est bien un préfixe et un suffixe
mais il n’est pas de longueur maximale).




1. Donner sans justification le bord de la chaine de caractéres "ATTACGTTCCATTAC".

2. Recopier sur la copie et compléter le code suivant de maniére a ce que la fonction longueur_bord
renvoie la longueur du bord d’une chaine de caractéres ch passée en argument.

def longueur_bord(ch):
n = len(ch)
jmax = 0
for j in range(1l,n):
if chaines_egales(ch([: jl,ch[... :1):
jmax =

return jmax

3. En déduire une fonction longueurs_bords_prefixes qui prend en argument une chaine de
caracteres ch et qui renvoie la liste des longueurs du bord de chaque préfixe de ch.

La liste B renvoyée par cette fonction vérifiera que, pour tout indice i de la chaine ch, I’entier
B[i] désigne la longueur du bord du préfixe ch[:i+1] de ch.

Par exemple, 'appel de fonction longueurs_bords_prefixes("AATGAATC") devra renvoyer
la liste [0, 1, 0, 0, 1, 2, 3, 0].Eneffet:

— " est le bord de la chaine "A" ;

— A" est le bord de la chaine "AA" ;

— " est le bord des chaines "AAT" et "AATG" ;
— "A" est le bord de la chaine "AATGA" ;

— "AA" est le bord de la chaine "AATGAA" ;

— "AAT" est le bord de la chaine "AATGAAT" ;
— " est le bord de la chaine "AATGAATC".

4. Que renvoie 'instruction longueurs_bords_prefixes("AATGCAAT") ? On justifiera la ré-
ponse.

3. Recherche de sous-chaine par I’algorithme de Knuth-Morris-Pratt
(KMP)

On cherche a améliorer I’algorithme naif de recherche d'une sous-chaine dans une chaine de

caracteres.

On peut remarquer que lorsque la recherche de chaine mot dans texte échoue a I'indice i, il n’est
pas toujours nécessaire de chercher mot a I'indice i+1. On peut parfois décaler la recherche de
plusieurs caracteéres.

L’algorithme de Knuth-Morris-Pratt se déroule de la maniére suivante :

— On commence par déterminer la liste des longueurs des bords des préfixes de mot. Notons B
cette liste.

— On initialise a 0 deux variables i et j représentant respectivement des indices valides des
chaines de caractéres texte et mot.

— Tant que i est un indice valide dans texte :

 on détermine le plus petit entier j tel que les caracteres texte[i+j] et mot[j] sont
différents;

« si j est égal a la longueur de mot, on a trouvé le mot a l'indice i dans texte;



« sijestégal a0, on se décale d'un seul caractére et on cherche mot a I'indice i+1 dans
texte, a partir de I'indice j = 0 dansmot :i = i+letj = O;
« sinon, on se décale de j-B[j-1] caractéres et on cherche mot a l'indice i+j-B[j-1]
dans texte, a partir de 'indice j = B[j-1] dansmot : i = i+j+B[j-1] et j = B[j-1].
Hllustrons lexécution de cet algorithme sur les chaines :
texte = "ATCGATCGATCGATG" et mot = "ATCGATG".

Notons i les indices des caractéres de la chaine texte et j ceux de la chaine mot.

Dans les tableaux qui suivent, les caracteéres dont les comparaisons réussissent sont entourés, ceux dont
la comparaison échoue sont barrés.

La liste des longueurs de bords des préfixes de mot estB = [0, 0, 0, 0, 1, 2, 0].

On commence a l'indice i = 0 dans texte. Les six premiéres comparaisons réussissent mais la compa-
raison des caractéres texte[i+j] et mot [j] échoue pour j = 6; la chaine texte ne contient pas mot
a lindice 0.

i| 0 (1 | 2 | 3 | 4 |5 |6|7|8|9|10|11]12|13 | 14
texte[i]@@@@@@chTCGATG
EIOIGICICIONGIE
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Puisque le bord du préfixe mot [:j1 = "ATCGAT" est "AT", sa longueur est B[j-1]1=2. On peut alors
continuer la recherche de mot d l'indice i = i+j-B[j-11, c’est-a-dire i = 0+6-2 = 4, dans texte.
Puisqu’on sait que les deux premiers caracteéres coincident, on reprend a partir de U'indice j = B[j-1]
dans mot, c’est-a-dire j = 2.

Lorsque i = 4, on compare successivement les caractéres suivants jusqu’a un échec a l’indice j = 6 :
les caracteres texte [i+6] et mot [6] ne coincident pas.

i|lo(1|12|3|4|5| 6 | 7 | 8 | 9 |10|11 | 12| 13| 14
texte[i]ATCGAT@@@@QGATG
mot [§] AT@@@@,@’

] o1 2 [ 3| 4|5 [6

Puisque le bord du préfixemot [:j] = "ATCGAT" est "AT", sa longueur est B[j-1] = 2. On peut alors
continuer la recherche de mot d l'indice i = i+j-B[j-11, c’est-a-dire i = 4+6-2 = 8, dans texte.
Puisqu’on sait que les deux premiers caracteres coincident, on reprend a partir de U'indice j = B[j-1]
dans mot, c’est-a-dire j = 2.

Lorsque i = 8, tous les caractéres texte[i+j] et mot[j] coincident pour tout indice j de mot : la
chaine de caractéres ch contient mot a 'indice 8.

i|lo0o|(1]2|3|4|5|6|7]|8]9]| 10 11 12 13 14
texte[i]ATCGATCGAT@@@@@
mot [5] AT@@@@@

3 o1 23] 4] 5 s

Compléter le code de la fonction ci-dessous de maniere a ce qu’elle recherche si une chaine de
caractéres mot est contenue dans une chaine texte. Cette fonction devra renvoyer None si texte
ne contient pas mot et le plus petit indice i o commence la chaine mot dans le cas contraire.
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def kmp(texte, mot):
len(texte)
len(mot)
= longueurs_bords_prefixes(..... )
=0
=0
while 1 <= ..... :
while j < ... and mot[...] == textel[i+j]:
j +=1

[ A vs s o I =

else:

return .....

FIN DU SUJET
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