MATHEMATIQUES 2022

Méthodes de calcul et raisonnement

Réponses

Lusage d’abaques, de tables, de calculatrice et de tout instrument électronique
susceptible de permettre au candidat d’accéder a des données et de les traiter par
les moyens autres que ceux fournis dans le sujet est interdit.

Chaque candidat est responsable de la vérification de son sujet d’épreuve : pagina-
tion et impression de chaque page. Ce controle doit étre fait en début d’épreuve. En
cas de doute, le candidat doit alerter au plus t6t le surveillant qui vérifiera et, éven-
tuellement, remplacera le sujet.

Ce sujet comporte 5 pages numérotéesde 1 a 5.

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur
d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les rai-
sons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Ce sujet est constitué de deux exercices totalement indépendants.




Exercice 1.

Soit n un entier supérieur ou égal a 2 . On considére une urne contenant n boules indiscernables
numérotées de 1 a n.

On tire au hasard une boule et on la retire de 'urne ainsi que toutes les boules ayant un numéro
supérieur a celui de la boule tirée. On réiteére I'expérience jusqu’a ce que 'urne soit vide et 'on note
X, lavariable aléatoire égale au nombre de tirages réalisés pour vider I'urne.

Pour tout entier i, on pourra noter N; la variable aléatoire égale au numéro de la i-eme boule tirée s'il
y a eu au moins i tirages, et 0 sinon.

1. Trouver la loi de X, puis donner son espérance et sa variance.

REPONSE:

On retire au minimum une boule a chaque étape

X2(@) <1, 2]

1
PXo=1)=P(N1=1) = 3 équiprobabilité ! car boules indiscernables

P(X,=2)=P(N; =2,N>,=1)
=P(N1 =2)Pn;=2(N2 =1)

1 . . . . .
= > x 1 si [N} =2] est réalisé, il ne reste que la boule 1 lors du deuxiéme tirage

On peut raisonner avec |'événement contraire mais c'est cette méthode qui sera généralisé dans les
questions suivantes

Xo—«([1,2])

D’aprés le cours

3 1
E(X5) = 2 V(Xp) = T

2. Trouver la loi de X3 et donner son espérance.
REPONSE:

Comme on retire au moins une boule a chaque tirage

X3(Q) <1, 3]



P(X3=1)=P(MV; =1)=%

P(X3=2)=P([N1 =2]n [N =1D U ([N =3]n [Nz =1]))

=P(([Ny =2]Nn[N2 =1])+ P([Ny =3]n [Nz =1]) événements incompatibles
=P(N; =2)Pn,=2(N2 = 1) +P(N; =3)Py,=3(N2 =1)  les conditionnements ne sont pas de probabilités nulles
1 1 1
= =4+ =X =
3 3 2

si [N} = 3] est réalisé au deuxiéme tirage I'urne contient 2 boules

2
P(X3=3)=P(NM =3INn[N2 =2]n[N3 =1])

=PV =3)Pn; =3(N2 = 2) Py =3)n [N, =21 (N3 = 1) proba composées
1
1

1
X —
2

| = W

1 1 1
X3(Q) =1,3] PXs=D=; PXz=2=2 PXs=3)=¢

1 1 1
E(X5)=1x—-+2x—-+3x—
3 2

6
11
"6
E(X)_n
7%

3. Donner I'ensemble des valeurs que peut prendre X,.
REPONSE:

A chaque étape on retire au moins une boule

X,(Q) <1, nf



rapport Le verbe "donner" pouvait porter a confusion ; les résultats non justifiés ont été acceptés.

*

4. Déterminer P (X, =1) etP (X, = n).
REPONSE:

1
PX,=1)=P(N;=1) = - Nj suit une loi uniforme sur [[1, n] (rapport)

n
P(X,=n) =P(ﬂ[Nk=n+1—k])
k=1
=P(N1 = m)Piny=n) (N2 = n = 1) PNy =njn(Ny=n—-1] (N3 = = 2) X - -+ X P|ny =)o [N,y =21 (N = 1) proba composées
1

= — X
n n-—-1

x--+X12%x1n

Si[Ni=nln[Na=n-1]Nn---N[Ng = n+1-k] est réalisé |'urne est alors composée des boules 1, 2
B |

1 1
PX,=)==etP(X,=n=—
n n!

5. Prouver que pour tout k >2,0ona:

1 n
PXp=k=—=) P(Xi-1=k-1)
ni=

REPONSE:



Soit i € [2, n].
(IN1 = i) e[, o) forme un systéme complet d’événements

n

P(Xp=k) =) P(N1=0)Pn=i(Xn=k)

k=1
n
=Y P(Ny = i) Pry=i(Xp = k) Pri—1(Xy = k) =0 car k>2
k=2
n o
=Y —Pn=iXp=k) premier tirage équitable
k=21
1 n
=—) PXj-1=k-1)
n =

Si on suppose que [N; = i]est réalisé, le reste des tirages s'effectue dans une urne qui contient les
boules 1, ..., i—1 le tirage vide l'urne en k étapes si et seulement si a partir du deuxiéme tirage il
faut k—1 tirage pour vider I'urne.

1 n
Pour tout k>2,P(X,=k)=—) P(X;-1=k-1)
i=2

Remarque : La formule reste vraie si k> n, toutes les probabilités sont alors nulles, de plus dans la
somme les termes tels que i < k sont tous nuls.

6. En déduire que E (X,,+1) —E(Xy) = ﬁ

REPONSE:

Soit neN* et k>2

n+1

1
PXp1=k)=—— ) PX;-1=k-1) question précédente
n+li=
1 & 1
=—— Y PXjs =k-1D+—P(X,=k-1)
n+li5 n+1

n

1 1
=2 oY P =k-D |+ —PX,=k-1)
n+li\ni5 n+1

n 1 . L
= PX,=k+ —PX,=k-1) question précédente
n+l n+1




Donc

n+l
E(Xn+1) = ) kP(Xns1 = k)
k=1
n+l
=1xPXps1 =1+ ) kPXp+1=k)
k=2
1 n+1
= + ) kP(X,+1=k
] kgz (Xn )
1 o on 1
=——+) k| —PXp=b)+—PX,;,=k-1
n+1 ,;2 n+1 Xn =K n+1 (X )]
1 n+l n+l

1
=— kP(X,=k)+ —— kP(X,=k-1
n+l n+lkz2 Kn =R+ Z (X )

1 1
=Tt Z kP (Xn = k) + —— Z (k+1DP(X,=k) car P(X,=n+1)=0 et changement d'indice
k=2

1 n 1 1 L
= + kKP(X,=k) -1P(X, =1 |+ —— kP(X,=k)+ — P(X,=k
n+l n+l kZ:“l X ) Xn=1) n+1kz::1 (Xn ) n+1kZ::1 (Xn )
1 n 1 1 1 1
= ] T 1 [E(Xn)—; +m|E(Xn)+m car [P(Xn 1)=— et ([Xn_k])kE[[l,n]] SCE
1 1 1
=E(Xp) + -

+
n+l n+l1l n+l1

1
=E(X,)+——
(Xn) n+1

E(Xp+1) —E(Xp) = 15

Remarque : Le rapport reconnait que c'értait une question difficile mais déplore que certains tentent
des réponses malhonnétes

7. En déduire une expression de E (X,;) sous forme d'une somme.
REPONSE:

Soit ne N\ {0,1}

n-1

E(X,) -E(X1) = Z E(Xks+1) —E(Xk]) télescopage

K‘I'—' w‘

nz;l



Donc comme E(X;) =1

L |
EXw) =), ¢
k=1
*
k+1 1 1 k 1
8. (a) Prouver que pour tout entier k > 2, on a: f p dr< =< p dr.
k k-1

REPONSE:

Attention : Classique
. 1 . L
La fonction t— ~ est continue et décroissante sur R}.
Soit keN\{0,1}

donc par croissance de l'intégrale

donc
k+1
f —dr< —dt
k
De méme L1
Vtelk-1;k —< =
[ ] ©S7
donc par croissance de l'intégrale
kg ko1
[ Lae [ La
k-1 k k-1t
donc
k
—dtgf —dt
k-11
k+1 1 1 k
Pour tout entier k> 2, :f —dr< =< —dt
k t k k-1t

n
(b) En déduire que Z

~ In(n).
k=1 °

1
T



REPONSE:

Soit n>2 en sommant les inégalités précédentes pour k € [2, n]

k=2

n k+1 1 no1 n k 1
—dr< - < f —dt

en utilisant la relation de Chasles

n+11 no1 ni
ldi< _<f Ldr
fg t \,C;k\l t

donc

n

1
In(n+1)-1n@2) < Z — <In(n)
iz k
en rajoutant le terme k=1 de la somme qui vaut 1

n
In(n+1)-In@)+1< ) —<1+In(n)
k=1

|~

En divisant par In(n) qui est positif 2

In(n+1) In@+1_ Yioit

1
Inn Inn Inn Inn
en utilisant les propriétés du logarithme3
In(n) +1 1+1
S In@+1 _ i} 1
Inn Inn  Inn Inn
ln(1+—) n 1
- n _1n(2)+1<Z,C:1,C 1
Inn Inn Inn Inn
Or )
limInn = +oo limln(1+—) =0
+00 +00 n

Par opérations et comme il n'ya pas de formes indéterminées

1
1 +In(1+—
| [n(m) n( n) In@)+1 1
lim — = lim 1+—=1
n—+oo Inn Inn n—+oo Inn
Donc en utilisant le théoréme des encadrements
A
m Zk=lk

n—+oo Inn

2. rapport

3. rapport : ce calcul est a faire on ne peut pas admettre Inn ~; In(n + 1), classique



In(n).
n—+oo

™M=
ol
l

T
i

(¢) En déduire un équivalent de E (X;;) quand n tend vers +oo.

REPONSE:

E(X,) e In(n)

9. Trouver une relation entre E (X2, |),E(X3) et E(Xp).

n+1
REPONSE:
n+1
E(X2,.) =Y KP(Xpse1=k)
k=1
n+1
=1xPXp1 =D+ ) kPX,+1=k)
k=2
1 n+l 5
= [FD X 1 =
n+1 * z_: KPX + X
n+l
= Zkz —k)+—|P(Xn=k 1)
1 n n+1 n+l

1
= PPX,=k+— Y KPX,=k-1
n+l n+1kz‘2 En=l+ Z (X )

1
= Z PPX,=k)+— Z (k+1)*P(X,=k) car P(X,=n+1)=0 et changement d’indice
n+ 1 n+1;= n+1

1 2 & 1 &

=— PP X,=k)-1’PXp=D|+— Y KPX,=b+—— Y kPX,=k+—— Y P(X, =k
Tt k; Xn =5 (Xn )+n+1k§ (Xn )+n+1k§ (X )+n+1k§ (Xn =k
1 n ,o 1 1 ) 2 1 1

= E(X%) - = |+ —EX E(X, P(X,=1) =~ X, = E et th-
n+l n+l (X3) n +n+1 ( ")+n+1 ( n)+n+l car PXn =1) net ((Xn = KD e[, n] SCEett

.o 1 2

E(X2,,) = [E(X2)+L+i E(Xn)
+ n+l n+l1 "




10. En déduire une expression de V (X;,) sous forme de somme puis un équivalent de V (X;;) quand
n tend vers +oo.

REPONSE:
Or
E(X, =E(X;)+ ——
(Xn+1) = E(X,) 12
donc
2 2 2 1
E(Xp+1)” =EXp)"+ —EXy) + —
n+1 n+1
V(Xps1) =E(XG, ) — E(Xpe1)? formule Koénig Huygens
=E(X, )2+L[E(X )+L— E(X?) + +irE(X )
I T | " m+1D?2 n+1 "
=V(X,)+ ! 1
h "+l (m+1)2
1

V(Xn+1) = V(X)) + P - m

Par télescopage et comme V(X;) =0

1

V(Xn) =Xi, P

) 1
La série Y7, 72 converge donc

n
_ 1
ML I L N
donc

LS|

V(X,) ~ —

( n)mk; k

V(X,) ~ Inn

+00

10



Exercice 2.

I. Etude d’une équation différentielle homogéne avec condition aux bords
Soit A un réel.

1. Donner, en fonction de A, 'ensemble des solutions réelles de I’équation différentielle y” + Ay =
0.

On fera une distinction de cas suivant le signe de A.
REPONSE:

Remarque : rapport Cette question a souvent été abordée mais par manque de rigueur peu de
candidat-e-s ont eu tous les points. Est souligné notamment les problémes de rédaction sur la forme
des solutions

L'équation caractéristique associée a cette équation différentielle est

X?>+1=0

cas A >0 L'équation caractéristique a deux racines distinctes +iv/A

Si A >0 les solutions de I'équation sont exactement les fonctions
t— Acos(tVA) + Bsin(tvA) ol A et B sont des réels

cas A =0 L'équation caractéristique a une racine double 0

Si A =0 les solutions de I'équation sont exactement les fonctions t— A+ Bt oll A et B sont des réels

cas A <0 L'équation caractéristique a deux racines distinctes +v -7

Si A <0 les solutions de I'équation sont exactement les fonctions
t— Aexp(tvV—A)+ Bsin(—tv—1) ol A et B sont des réels

2. Déterminer, en fonction de A, 'ensemble des solutions réelles de I'équation différentielle y” +
Ay =0 vérifiant f(0) = f(1) = 0. On fera une distinction de cas suivant le signe de A.

REPONSE:

11



casA>0
fO) =0 - Acos(0) + Bsin(0) =0
f(1 =0 Acos(vV-1)+Bsin(vVA) =0

Acos(0) =0

Bsin(vVA) =0

Si A>0 et VA=0[x] les solutions de I'équation sont exactement les
fonctions ¢t — Bsin(#v/A) ot B est un réel

Si A>0 et VA #=0[n] |'unique solution est la fonction nulle

cas1=0
0 =0 A =0
f -
f@ =0 A+B =0
A =0
©
B =0
Si A =0 I'unique solution est la fonction nulle
cas 1 <0
0 =0 A+B =0
) -

fa =o Aexp(—-v-21)+Bexp(vV-1) =0

o A =0 car exp(—v—-A) #Zexp(V—A) car V-1 #0

Si A <0, I'unique fonction solution est la fonction nulle ‘

12



II. Etude d’une discrétisation de 'équation différentielle homogéne

Dans cette partie, on étudie une discrétisation de I'’équation différentielle avec conditions aux
bords étudiée a la question précédente. Pour cela, on fixe un entier N supérieur ou égal a deux et
une fonction f deux fois dérivable sur R et, pour tout k € [0, N], on pose x; = f(k/N).

Pour tout k € [1, N—1], f”(k/ N) est approximé par :

Xk+1 — Xk Xk — Xg-1
1/N YN Xkl — 22X+ X1
1/N B 1/N?
On se rameéne ainsi a chercher des réels xy,..., xy tels que :

X+l — 2Xf + Xj—
xp=xy=0 et Vke[l,N-1], %+Axk=0. *

On note A I'ensemble des réels A tel qu'il existe des réels xy, ..., Xy non tous nuls vérifiant (*).
3. Soit A € R. Déterminer une matrice My_;,1 € .#n-1(R) telle que des réels xo, ..., xx vérifient (x)
X1
si, et seulement si, le vecteur | appartient au noyau de My_; 3 et* xo = xy =0.
XN-1
REPONSE:

On commence par constater que pour k=1, en considérant les conditions aux bord, la relation(*)
s'écrit

X2 —2)61
———— +Ax1=0
1/N?
de méme 5
—Z2XN-1t+XN-1
———————— +AxNn-1=0
1/N?
On pose

My-12 = N?*(An-1—2IN-1) +AInN-y

Pour tout entier z non nul, on considere la matrice :

0 1 0 0
1
An=10 ole 2R
1
0 0 1 0

4. erreur d’énoncé

13



4. Déterminer une relation entre A et 'ensemble des valeurs propres de An_1.
REPONSE:

A€ A si et seulement si il existe Xy_1 matrice colonne de taille N—1 non nulle telle que

Myn-1XNn-1=0
ce qui revient 3 écrire

A
(AN—I - (2 - ﬁ) INfl) Xn-1=0

L A
ce qui revient a dire que 2— N2 est valeur propre de An_1

‘ A={N?Q2-p)/peSp(An-1)} \

5. Justifier que pour tout entier n non nul, la matrice A, est diagonalisable et en déduire que le
cardinal de A est inférieur ou égala N — 1.

REPONSE:

La matrice est symétrique réelle elle est donc diagonalisable (dans une base orthonormale) ‘

Nous n'avons pas besoin du résultat précédent pour affirmer que le nombre de valeurs propres d’une
matrice est toujours inférieur a sa taille.

Card (Sp(AN_l) g N-1

Card AXN-1

Remarque : Comme la fonction t— N?(2— 1) est injective il y a égalité des cardinaux de A et
Sp(An-1)-

6. Déterminer une matrice inversible P € .#3(R) et une matrice D € .#3(R) diagonale telle que
A3 =PDP7 L,

14



REPONSE:

Aprés calcul
0 0 0 1—\/5 1 1
A3=PDPTavec D=|g _\2 o etP=-1 0 V2 V2
0 0 V2 V2 1 1

On a choisi une base de vecteurs propres orthonormale

*

7. Prouver qu'un réel u est valeur propre de Ay-_; si, et seulement s'il existe une suite v non nulle
vérifiant vy = vy = 0 et, pour tout entier n, V42 = UUp41 — U

REPONSE:

< Supposons qu'il existe une suite v non nulle telle que
vo=0 v =0 VneN* Uptl + Up—1 = Up

On a notamment au bord

V2 = U UN-2 = UUN
On pose alors
U1
v
x=| "
UN-1

ce vecteur est non nul car la suite est non nulle et comme vy =0, si v; =0 alors d'aprés le
théoréme du cours sur les suites récurrentes linéaires d'ordre 2, la suite serait constante égale a
0. Donc v; #0. De plus

%] 19241
V1 + U3 HV2
v+ v
Ay X = 2 4 _ HU3 = uX
UN-3+ UN-1 HUN-2
UN-2 HUN-1

On a donc démontré que X est vecteur propre de Apn-_; associé a la valeur propre u

15



= Supposons que X soit vecteur propre de Ay-_; associé a la valeur propre u, on note

w1
w
x=| "7
WN-1
Alors comme précédemment
wy pws
w) +ws pwz
Wy + Wy w
An-1X = _| HWs | _ uXx
WN-3 + WN-1 HWN-2
WN-2 HWN-1

de plus X non nul, si w; =0 alors par substitutions successives on montre que wy; =0= w3+ =
wpy-1 ce qui est impossible carX est non nul.
On pose® alors v I'unique suite définie par

vg=0 V1 =uwq VrneN vy =UUpe1— VU

e Cette suite est non nulle car w; =0

e On démontre par récurrence (finie) que
Vne[l,N-1] Wp ="y
et donc en utilisant la derniére ligne de de I'égalité matricielle Ay_; X =puX
UN = JUN-1 — UN-2 = JWN-1~ WN-2=0
On a donc construit une suite v qui vérifie

v=vny=0 VneN vpp+v,=pHUpa

8. On fixe u unréel et on considére une suite u telle que pour tout entier 7, on ait : U2 = Llpy) —
Up.

(a) On suppose que |u| > 2. Prouver que si ug = uy = 0, alors u est la suite nulle.

5. Les théorémes de premiére année sur les suites récurrentes linéaires d’'ordre 2 assure I’existence et 1'unicité de cette suite

16



REPONSE:

L'équation caractéristique associée a cette relation de récurrence est
X?—uX+1

Son discriminant est A = u?—4. Si |u| > 2 alors A >0 et I'équation caractéristique admet pour solution
deux réels r et ro
p—vA Lokt VA
= — 9= —

2 2

on remarque que 11 #1p et 1 # —rp car ry+1r, = pu>0 D'aprés le cours il existe deux constantes A et
B telles que

n

vneN u,=Ar+Br}

Les conditions au bord impose

Ug =0
un =0
A+B =0
<>
N N _
Ar"+Br,s =0
A =-B
<
N N _
Ar" = Ar,s =0
A =-B N _ N
o car (rapport) ry" #r,' car r1 #0 et(rapport) ry #—r2
A =0

La suite nulle est bien solution

La seule solution est la suite nulle

(b) On suppose que |u| = 2. Prouver que si ©y = uy = 0, alors u est la suite nulle.

REPONSE:

Si |ul =2 alors A =0 et I'équation caractéristique admet pour unique solution le réel non nul ry = g
D’aprés le cours il existe deux constantes A et B telles que

— n n
VneN u,=Ary +Bnr,

17



Les conditions au bord imposent

Uo =0
uy =0
A =0
o
N N _
Ary+ BNry =0
A =0
R
BNrY =0
A =0
2= carroZr N#O
B =0

La suite nulle est bien solution

La seule solution est la suite nulle

(c) On suppose que |u| < 2.

i. Prouver que le polynéme X2 — uX + 1 a ses racines conjuguées et de module 1. On les

note e et e=% avec e R.

REPONSE:

Dans ce cas |a les deux solutions de I'équation caractéristique sont
pw—iv-A p—iv+A
-2 T

Cette forme montre que les deux solutions sont conjuguées, on peut aussi rappeler le théoréme du
cours qui affirme que les racines complexes d’un polynéme a coefficients réels sont conjuguées.

VoA

4

n

2

u
rnl=1=—+
(11 2

=2l racines conjuguées

18



Les deux racines de I'équation caractéristique sont conjuguées de module 1.

On peut aussi remarquer que les relations coefficients racines implique, dans ce cas la que
rnrp=1
or on vient de démontrer que r, =77 donc

2 —
Il =nrn=1

ii. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur 6 pour que p soit valeur propre de
AN-1.
REPONSE:

Il existe alors deux réels A et B tels que
VneN u, = A1" cos(nf) + B1"sin(nf) = Acos(n0) + Bsin(nh)
Les conditions au bord imposent
1Z4) =0 A =0
<
uy =0 Bsin(N8) =0
VneN u; = Bsin(n0)

1 est valeur propre de Ay_; si et seulement si il existe une suite non nulle qui vérifie ces conditions
donc

1 est valeur propre de Ayn_1 si et seulement si il existe une solution B non nulle

1 est valeur propre de Ay-1 si et seulement si sin(N@) =0

iii. En déduire que Ayn_; possede N — 1 valeurs propres distinctes.
REPONSE:

Les solutions de I'équation sin(INO) = 0 sont les réels 0 = N pour k€ Z Les relations coefficients /

racines donnent
u=rit+r= e? +e719 = 2c0s(0)

On doit avoir aussi |u| <2 Les valeurs propres sont les réels
km
2cos N ke Z tels que cos(@) #0

La fonction cosinus étant 27 périodique et paire sur R et injective que [0; 7]

19



. - km
Les N —1 valeurs propres de Ay_; sont les N —1 réels distincts 2cos — | pour kel,n-1]

9. En déduire A.
REPONSE:

D'aprés la question 4

-z ]

Comme la fonction t— 2 —24/N? est injective, nous avons trouvé N —1 valeurs propres distinctes

*

2—2cos(km/N
10. Soit k un entier fixé. Trouver la limite de + lorsque N tend vers +oo.
REPONSE:

Attention : rapport beaucoup d'erreur de manipulation d'équivalents !

On sait que
x2 . kn
1-cos(x) ~ — im — =0
x—0 2 N—+oco N
donc
kn (km)?
1-cos|— ~  —
N ) N—+c0 2N2
donc

2—2cos(kn/N
lim 2Z2COSKTIN) _ o2
N—+o0 1/N?

11. Relier ce résultat a celui obtenu a la question 2 .
REPONSE:

Quand N devient trés grand les conditions d’existence de solution sont les mémes

*
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III. Etude d’une discrétisation de 'équation différentielle avec second membre

On considere unréel A et b une fonction définie sur [0; 1] et'on recherche les fonctions f solutions
de I'’équation différentielle y” + Ay = b vérifiant f(0) = f(1) =0.

On fixe un entier N supérieur ou égal a deux et, pour tout k € [1, N — 1], on pose by = b(k/N).

En discrétisant 'équation, on est ramené a chercher des réels xy, ..., xy tels que :

Xi+1 = 2Xp + Xg-1

Xo=xy=0 et Vke[l,N-1], + Axy = by. *

(1/N)?
ce qui se réécrit matriciellement :
X1 b1
Xo=xy=0 et Mpy_;pX=B,enposantX=| etB=| (*%)
XN-1 bn-1
On admet que My_; 3 a N — 1 valeurs propres 1, -+, iy—1 données par :

Vke[l, N-1] pr=A/N*-2+2cos(k/N)
12. Prouver que si A <0, alors (**) a une unique solution.

REPONSE:

Si A <0 alors comme cos(x) € [-1; 1]
Vke[l, N-1] up<0

donc 0 n'est pas valeur propre de My_; ce qui prouve que My_; est inversible et donc |'unique
solution est
X=My' B

Si A1 <0, alors (**) a une unique solution.

On considere la norme euclidienne usuelle sur .#y_1 1 (R), 'ensemble des matrices colonnes de taille

X1
N —1.Ainsi, si X = : , alors sa norme est égale a :
XN-1
N-1
_ 202 2
IXII=\/x2+---+x%_| = kak
=1

Comme le produit matriciel XT X est égal a la matrice de taille 1 x 1 :
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N-1
k=1
onnotera || X[ = X' X, en identifiant le réel | X[ et la matrice (|| X]|?).
On suppose dans la suite que A < 0 et on consideére B et B deux matrices de .#y_1,1 (R). On note X
et X les matrices colonnes telles que My_1 X = Bet My_; 2 X = B.

13. Soit D une matrice diagonale D de taille N — 1 de coefficients diagonaux notés dy,---,dn-1.
Exprimer || DX]| en fonction des coefficients de D et X.
REPONSE:
On note
d 0 0
0 d» O 0
p=|" = diag(di,...,dn-1)
: .. .. 0
dn-2 0
0 o0 eee e 0 dn-1
Donc
dix;
DX =
AN-1XN-1

IDX] =

14. Prouver que | B|| < —pun-11X]I.
REPONSE:

On sait que My_; est symétrique réelle son diagonalisable dans une base orthonormale. Il existe
une matrice P inversible telle que

Mpy_1=PAPT  A=diag(u,..., tn-1)
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Or B= MN71X

IBI? = |MX| = | PAPTX|®
= (PAPTX)' PAPTX
=XxTpATPTPAPTX
=XT'PAPTPAPTX
=XxTPA’PTX car P71 =pT
= |apPTx]|’
=lAY|?
En notant

‘YN-1

D’apreés la question précédente
2 N o
”AY” = Z ,Lt,-yi
i=1
De plus, sur ]0; 7] la fonction ¢ — cos(t) est strictement décroissante a valeur dans [—1; 1[ donc
UN-1<HPN-—2<---<pu1 <0

Ce qui redémontre que la matrice My_1 € 4Nn-1(R) qui a N—1 valeurs propres distinctes est diago-
nalisable. Donc

2 2 2
Hn-1> Hy—p > > >0

donc
N-1
IAY I < piy-y ) ¥ (E.1)
i=1
Donc
IAY1? < iy 1Y 112
On a donc
IBI® < pg_y 1Y 112
Or
Iy 12=@'x) PTx
=XTppPTx
xX'x car PP =p!
=X

On a donc démontré que
IBI? < gy 1XI2

En passant a la racine, toutes les normes étant positives
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IBII < lun-1 Xl

et comme pn-1 <0, |[Un-1l=—UN-1

1Bl < —pn-1 11 X1l

15. Prouver que || X — X|| < —iIIB—EII.

REPONSE:

Dans le raisonnement précédent on peut compléter I'inégalité (E.1) par

N-1

i=1

Ce qui démontrerait en suivant les méme étapes

Puis

et finalement

donc

Ona

donc

Y12 <IBI? < g3, Y11

w3 IX 12 < IBI? < g3, 1X1?

— 1 X1 < IBI < pnv-1 11X

1
X1 <-—IBl
H1

- ! -
I1X =Xl < =7 1B~ Bl
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16. On suppose que B n'est pas la matrice nulle.
IX-XI _ pn-1B-5
x| = o 1B

Justifier que 'on a I'inégalité (I) :

REPONSE:

X et B étant non nulles | X|| #0 et ||B|l #0 (rapport)
Toutes les quantités étant strictement positives, on obtient par (E.1)

— < —un-11IB
xS THEN 1Bl

en multipliant par I'inégalité précédente

IX =Xl < “HN-1 IB-BI
AN

Xl —p 1B

I1X - X| HN-1 |B-B|
< BT -
11X H1

17. Montrer que limpy_ 1 e +00.
H1
REPONSE:
A
— 2+ 2cos((N-Dz/N)
HN-1 _ (N-1)
51 A —=2+2cos (7/N)

lim cos((N-Dn/N) = cos(n) = -1
N—+o0

donc comme 1 <0

A
lim —— —2+2cos(N-1D7/N) = —oco
N-+oo (N —1)2

et
lim A-2+2cos(@/N)=A-2+2=A

N—+o00

et comme 1 <0
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18. Prouver qu'il existe des matrices B et B distinctes telles que ( I') soit une égalité.

19. Quel probleme numérique cela peut-il poser?

FIN DU SUJET
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