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-shell-escape

SUITES ET SERIES

Suites classiques

Exercice 1.
Donner le terme général des suites suivantes, puis donner une fonction python suite (n)
qui renvoie la valeur du nieme terme de la suite.

1l.ug=1letVneN, up) = 4. ug = 0,u; =1 et Vn e N,
2up. Up+2 =3Up+1 — Un.

2. up=letVneN, uy1 = 5. up = L,uy = -letVneN,
Up+4. Up+2 =2Upn+1 — Un.

3. up=0etVneN, upy = 6. up = l,u; = 2 et Yn e N,
2up —1. Up+2 =Up+l — Un

Exercice 2 (Sommes classiques).

1. Soit a un réel, on défini la suite (1) ,en par Ug € R et pour tout entier n u,4+1 = auy.
Soit p et n deux entiers tels que p < n, calculer
n n
Y up  puis Y ug

k=0 k=p

Puis écrire des fonctions python permettant de calculer ces sommes sans utiliser les
calculs théoriques que vous venez de faire.

2. Soit bunréel, on définila suite (1) ,en par ug € R et pour tout entier n uy4+1 = Up+b.
Soit p et n deux entiers tels que p < n, calculer

n
You
k=p

Exercice 3 (Somme des termes d’une suite/a).

1. Soit la suite définie par

up=1 uy =2 VneN Up+2 =4Upy1 —3upn
Exprimer le terme général de la suite puis calculer pour n entier la somme ZZ:O U
2. Soit la suite définie par

upg=1 uy=1eR VneN Upt+2 =—Up

Exprimer le terme général de la suite puis calculer pour n entier la somme ZZ:O U

Limite de Suites

Exercice 4.
Calculer les limites en +oco des suites dont le terme général est donné par les expressions
suivantes.

1. 1 3. 1 5 3
n
nln(1+f) \/ﬁln(l— ) l—i
n (n+2)? NG
2.
nzln(lfl) 4 (lfl)n 6 n
n . n (cos(1/n))
Exercice 5.

Calculer les limites en +oo des suites dont le terme général est donné par les expressions
suivantes.

1 1\" 6 sinn
. (n+1)1 1+ "
n
n?+1 4. u )
n 1+ n)1+n? 7. nsin(f)
2. (14~ 5. n
n
n2+1-vVn2+n o 1
. nt —
3. n+l- \f nan(n)

Exercice 6 (Suite définie par récurrence La La).
Soit u = (up) nen la suite définie par ug = a € R et la relation de récurrence :

vneN  wupip=1-1
1. Soit f : R — Rla fonction définie par fx— 1—x? . Déterminez les solutions (a, f§) € R?
de l'’équation
fx)=x (E.1)
2. Quelles sont les limites possibles de la suite u? Par la suite, on convient de noter «
(resp. B) la solution négative (resp. positive) de 'équation (1).
3. On suppose dans cette question que a € [0, B[

(a) Démontrez que
VneN up,€l0,Bletuzpt €16,1]

(b) Démontrez que les suites extraites (u2,) et (125,+1) sont monotones.
(c) Endéduire qu’elles sont convergentes et précisez leurs limites.
(d) Lasuite u est-elle convergente?

4. Etudiez de méme le comportement de la suite u lorsque a €], 11.

Exercice 7.

On considére la suite (uy) ,en définie par ug = a € R\ {1} et la relation de récurrence : n
u%, +1

up—1

VneN Up+l =



1. Justifiez que (uy) est bien définie.

2
. x“+1
2. Etudiez les variations de la fonction f définie sur R\ {1} par f(x) =

de f(x) —x.

3. On suppose a > 1. Montrez que pour tout entier non nul 7 € N* , u,, > 2(1 + v/2).
Montrez que la suite est croissante et déterminez sa limite.

et le signe

Exercice 8.
Soit u = (un) neN la suite définie par up = —2 et la relation de récurrence :

2up

VneN upq=
3-un
1. Méthode 1
Utilisation d’une suite auxiliaire :

Considérons la suite auxiliaire v = (vy) zen définie pour n €N, par vy, = 1

—up

(a) Démontrez que v est une suite géométrique.
(b) En déduire I'expression de u; en fonction de n.
(c) Montrez que u est convergente et précisez sa limite.
2. Méthode 2.
Utilisation d'une inégalité :

(a) Montrez que la suite u vérifie

2
VneN,|ups1l < g\un\

(b) En déduire que u converge et déterminez sa limite.
(c) Déterminez un rang ngp a partir duquel tous les termes de la suite sont dans
I'intervalle ouvert | — 10_2, 1072 [.
Exercice 9 (Suite implicite).
Soit neNet x+tanx = n dinconnue xe |-%, 2.
c

1. Montrer que pour tout entier naturel n cette équation posséde une solution unique
notée xy, .

2. En utilisant la croissance stricte de la fonction x — x + tan x sur 'intervalle considéré,
montrer que la suite et monotone et donner sa monotonie.

3. Montrer que la suite (x) ;e converge et déterminer sa limite.
Séries

Exercice 10 (Calcul de somme; série de références).
Calculer, si elles convergent, la somme totale des séries suivantes

1 ’
1 Yu>o on 3. Xu>0nq" avec g réel
4. Xy>on(n—1)q" avec q réel
2. Xpzo n 5 Xn>o0 n?q" avec q réel



x" . nn-1)
6. Yu>0 n—r avec x réel 8. Yn>o —
1 n?
7. Zn}Oﬁ 9. ZnZO?
Exercice 11 (Théoréme de comparaison).
Les séries suivantes sont-elles convergentes?
n n
L M i
Z113+n2+1 4'Zn100
1
2. Zm 5. Ze—\/lnn
1
3.
N n'+ n?
Exercice 12 (Calcul de sommes par télescopage).
Calculer la somme des séries suivantes.
1 1+n
1. —_— 3. In
Lnz1 n(n+1) nz>:2 (n—l)
=
1 e e
2. > PORE Sy V=1 Vel Vi
Dans chacun des cas écrire une fonction python
sommeapartielle(n) qui calcule la somme partielle de rang n.
Exercice 13 (Calcul de sommes par télescopage L),
Calculer la somme des séries suivantes.
1 2
l. uyp=—— (n>= 2. ln(1+7
" Bn+nBn+a) n; n(n+3)
0) z
Exercice 14 (Convergence absolue).
Les séries suivantes sont-elles absolument convergentes?
1" 1 2 3 4
.27( ) 4 ———+———+...
@en+1)3 8 12 16 20
(_I)Vl—l -D"Inn
2 ¥ ——— 5.y D
2 Bn-1) n
1 1 1 (="
3l-—=t+t—=-—F+... 6.
V3 Vb VT 2 Inn

Exercice 15 (Convergence absolue).
Les séries suivantes sont-elles absolument convergentes?

1. 5 D" 8.
1 n —-1nn 1"
x(;-1) D p U
2. Y (_l)ni sin(n)
z(l_n)n Vs D" L
1+n (-nn
o 6. ¥ Tin 10. ZCOZS(H)
_ 2
_— 7.
Inn+ (-7 on _nn
4, rE-nt— 1y &
n n!
Exercice 16.

Calculer la somme des séries dont le terme général est

n2—n n+2)(n+1)
2. -
(n+3)! 2n+3
Problémes

Suites définies par récurrence

Exercice 17.
On consideére la suite récurrente uy,+1 = f(uy) avec f(x) = X2+ % et ug > 0.

1.
2.

Etudier f et le signe de f(x) — x. Quelles sont les limites possible de (1) ?

On suppose ug € [0; 1/4]. Montrer que pour tout uy € [0; 1/4] puis que (uy) est crois-
sante.

3. Quelle est la nature de (uy) (si elle est convergente, préciser sa limite) ?

4. On suppose ug € [1/4; 3/4]. Montrer que (u,,) est décroissante et minorée. Quelle est la

nature de (uy) (si elle est convergente, préciser sa limite) ?

. On suppose ugp > 3/4. Montrer que (1) est croissante. Quelle est la nature de (uy) (si

elle est convergente, préciser sa limite) ?

Exercice 18 (Suite récurrente et fonction logarithme).
On note f la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = 1+ Inx. Soit u la suite définie par son
premier terme ug > 1 et par la relation de récurrence w41 = f(up).

1.

Démontrer que la suite est bien définie et qu’elle est minorée par 1.

2. Ftudierle signe de f(x) — x sur [1; +ool.
3.
4

Etudier la monotonie de .

. En déduire que (u;) est convergente, et donner sa limite.

Exercice 19.

Soit f la fonction définie sur R par f(x) =

1.

X
e2r +1
(a) Montrer quef est paire.
Etudier les variations de f e
1
(b) Montrer qu'’il existe un unique réel ¢ tel que f(¢) = ¢. Justifier : 0 < ¢ < 3 (on
donne f(1/2)<1/2)



1
(c) Montrer que pour tout réel x : | f'(x)| < f(x) < 3

2. On définit la suite (uy) zen par:

up=0 etVneN Up+1 = f(un)

1
(a) Montrer que, pour tout 7 € N un €10, 5]

(b) Montrer que, pour tout n €N :

1

1 .
|Mn+1*f|<§|un*f| puis |u,,7[|<2nﬁ

(c) En déduire que la suite (u;) converge vers £.
(d) Ecrire un programme python permettant d’obtenir une valeur approchée de ¢ a
1073 pres.

Exercice 20 (Suite définie par récurrence et série!).
Soit u la suite définie par

upelo;1[ et VmeN, un+1=un—u%.

1. Montrer que pour tout entier n ona u, €]0; 1[.

2. Montrer que la suite u est décroissante et étudier sa limite.

3. Montrer que la série }_ u%, est convergente et calculer sa somme.

m]
u

4. En calculant les sommes partielles, montrer que la série )" In ( est divergente.

Un+1

5. Trouver un équivalent de ln( J et en déduire que la nature de la série }_ uy.

Up

Exemples de suites définies implicitement

Exercice 21.
Pour tout entier naturel n non nul, on note f, la fonction définie par : Vx € R}, fu(x) =
x—n.In(x).
1. (a) Etudier cette fonction et dresser son tableau de variations.
(b) En déduire, lorsque n est supérieur ou égal a 3, 'existence de deux réels u,et
vpsolutions de I'équation f;(x) = 0 et vérifiants 0 < up < n < vy.

2. Etude de la suite (un)n>3.

(a) Montrerque Vn >3,1<up<e.

(b) Montrer que fy (¢4y+1) =In(u,+1), puis en conclure que (uy) est décroissante.

(c) Endéduire que (u5),>3 converge et montrer, en encadrant In(uy), que " lirP Up =
=z —+00

1.

In(u
(d) Montrer que lim (24n) =1; en déduire que u, -1~ 1
n—+oo u, —1 n

Exercice 22.

1
Pour tout entier naturel n non nul, on définit la fonction f, par: VxeR, f (x) = Trer +nx.
e

1. (a) Déterminer, pour tout réel x, f}, (x) et f” (x).

(b) En déduire que la fonction f;; est strictement croissante sur R
2. (a) Montrer que I'équation f (x) = 0 possede une seule solution sur R, notée uy.

-1

(b) Montrer quel’'ona:VneN*, — <uy,<O0.
n

(c) En déduire la limite de la suite (1)

-1
(d) Enrevenant ala définition de uy, montrer que u;; ~ —.
n—+oo 2n

Exercice 23 (Sans indication!).

Soit 1 € N, Montrer que I'équation xe* = n posséde dans R, une unique solution xj, . Etu-
dier la limite de (x5) eN-

Autres

Exercice 24.
Soit u = (up) yen+ a suite définie par

vneN"  up= n+\/n—1+ +\/2+7\ﬁ

. Ecrire une fonction suite(n) qui calcule le terme 7 de cette suite.

. Montrer que lim u; = +o0o

. Trouver une relation simple entre uy et uy41.

. Montrer que pour n € N*, u, < n et que u, = o(n)
. Trouver un équivalent simple de (u,).

D s W N =

. Trouver la limite de u,, — V71

Exercice 25.
On pose pour 7 entier strictement plus grand que 1

1. Montrer que (S25)n et (S2+1)n sont adjacentes.
2. En déduire la convergence de la suite (Sy) zeN-
3. Lasérie converge-t’elle absolument?

Résultats hors programme s

Exercice 26 (Série de Riemann).

. . - LN
Les séries de Riemann sont les séries de la forme Y —; Ol a est une constante. Les cas vus
n

1 1
encourssont) — ot avautlet) — ol a vaut 2.
n n

Ly

2. Z V1 est elle une série de Riemann?

est elle une série de Riemann?

1
nyn

1 . .
3. ) — estelle une série de Riemann?
n



4. On veut démontrer la proposition suivante « La série 3. — converge si et seulement
n

sia>1.
(a) Montrer que si a < 0 alors la série diverge.
(b) En s’inspirant de la démonstration vu en cours pour les cas @ = 1 et a = 2 dé-
montrer les autres cas

Exercice 27 (comparaison cas = 0()).

Soit (1) et (v;) deux suites réelles telles que (v;;) ne s’annulle pas a partir d'un certain rang.

On dit (uy,) est négligeable devant (v;) au voisinage de I'infini si et seulement si

. Un
lim —=0
n—+oo vy

On veut démontrer le résultat suivant
«Soit Y uy, ety v, deux séries a termes positifs et telles que :

Uup = ol
n =, 0(wn)

¢ Side plus la série }_ vy est convergente alors la série }_ uy est convergente.

» Side plus la série Y uy est divergente alors la série Y uy est divergente .

On suppose que uy; = 0 (vy) au voisinage de +oo

1. Démontrer qu'’il existe un rang ng tel que pour tout n € N si n > ng alors uy < vy.
2. Conclure.

Exercice 28 (Une série exponentielle).
On rappelle que 0! = 1.
Pour n €N, on note :

1
Un :fx"el_xdx
0

1. Calculer ug, u; et up.

1 e
2. (a) Montrer que pour tout naturel n, —— < uy < .
n+1 n+1l

(b) Calculer la limite de la suite (uy) seN-
3. (a) Exprimer, pour neN*, u;, en fonction de uy,_ etde n.
(b) En déduire que pour tout entier naturel 7 :

el 11

k=0
n
4. Des questions précédentes, déduire la limite de ( E]
k=0 K

Exercice 29 (Critere de d’Alembert ).
Soit (uz) nen Une série a termes strictement positifs, on suppose de plus que

.u
lim —2+L =1€eR
+00 ul’l

A+1
1. On suppose dans cette question que A € [0; 1[, et on note y = >

(a) Montrerque A< pu<1
(b) Montrer qu’a partir d'un certain rang ng

Up+1 < fln

(c) En déduire que pour tout entier n plus grand que ng

n—ny
up <P up,

(d) En déduire que la série }_ uy, converge
2. On suppose maintenant que A >0
(a) Montrer qu'il existe un réel u et un entier naturel ng tel que pour tout entier plus

grand que ng
Up = ”n—no Upy

(b) En déduire la nature de Y up,
e 2 Z A z . 2o z z xn
3. En utilisant les résultats précédent étudier la nature des séries de terme général —
n!
n
n

et —
n!



