DL mathématiques n"03
Réponses

Exercice
Soit u la suite définie par
up€l0; 1l et VneN, upy1=up— uf,

1. Montrer que pour tout entier n on a u, €]0; 1[.
REPONSE:

Posons pour n entioer naturel
Sl tun €10; 1]

Initialisation Par définition ug €10; 1]

Hérédité Soit neN, supposons que 0 < u, <1, alors
0<l-u,<l
En multipliant ces inégalités, a termes positifs
O<up(l-—uyp)<u,<l1

Donc
0<u,-u><1

Conclusion D'aprés le principe de récurrence

Pour tout entier n on a u, €]0; 1[.

2. Montrer que la suite u est décroissante et étudier sa limite.
REPONSE:

Soit n €N, d'aprés la question précédente
0<uy O<l-u,<1
donc

O0<up(l—uy <uy



C'est a dire

0<up+1<uy

La suite (u;,)nen €St strictement décroissante

La suite est décroissante et minorée par 0, d'aprés le théoréme de la limite monotone elle converge vers
une limite ¢, telle que ¢ > 0, la suite (up+1) 3 la méme limite. En passant a la limite dans |'égalité
Upil = Uy — u% on obtient

0=0-1¢?

ce qui donne £=0

lim u,=0
n—+oo

3. Montrer que la série Y u2 est convergente et calculer sa somme.
n

REPONSE:
Soit neN,
5o
Sn= ) uj
k=0
n
=) (Ug— Ug+1) relation qui définie la suite
k=0
= Uy— Upyl télescopage

D’aprés la question précédente

n—
+00
La série Y u? est convergente et Y u5 = up
n=0




Up+1

4. En calculant les sommes partielles, montrer que la série " In ( ) est divergente.

Un
REPONSE:

Remarque : La premiére question permet de démontrer que le quotient et le logarithme sont définis.
Soit neN,

n
Tp=)_ ln(M)
k=0

Uk
n
=Y In(ugs1) —In(ug) propriétés du In
k=0
=1In(up+1) —1n(ug) télescopage
D’aprés les questions précédentes
lim u,=0
n—+oo

donc par composition de limite

lim T, =-c0
n—+oo

Un+1

La série Zln( ) est divergente.

Un

u
5. Trouver un équivalent de ln( A ) et en déduire que la nature de la série }_ u,.
Un
REPONSE:
Pour neN
U1\, (Un—Up e :
In In définiton de la suite
Un Un
=In(1—uy)
~ —uUy car In(1+u)~ou limu, =0
n—+oo +00
1 (un+l)
nf—,| ~ -—u,
U, )n—+oo




- Un+1

La série Zln(
Un
de comparaison sur les séries a termes positifs et en utilisant I'équivalent précédent, Y (—u,) est une

série divergente.

) est divergente et son terme général est de signe constant. donc d'apres le théoréme

La série Y u, diverge.

Facultatif

Le but de I'exercice est de calculer ) ,,5; #

1. Soit f une fonction de classe C' sur [0, 7]. Démontrer que

4 _(@n+Dt) 2 2 (T,
fof(t)sm( > )dt—2n+1f(0)+2n+1f0f(t)cos[(2n+1)t/2)dt

REPONSE:

(2n+1)t)

On effectue une intégration par parties en intégrant t— sin et en dérivant x — f(x) ces

fonctions étant de classe €!

2n+ 1)t | 2 (2n+1)t 2n+1)t
ff(t) ( dt—[ (2n+1)cos ) ff(t)(2 ey cos 2 )dt
_ 2 (2n+1)ﬂ T, (2n+1)t)
= (2n+1)c0s( )f() +1)C0$(0)f(0)+f0 f(t)(2 +1)cos 2 ds
2n+1)t
=0+ on +1)f(0) ff(t) +1)cos 5 )dt

2 [,
+—2n+1f0 f'(cos((2n+1)t/2)dt

[ F(B)sin ((2n+1)t)dt:2 2

®

2. En utilisant un théoréme de premiére année sur les fonctions continues sur un segment.

f f(t) ((2n+1)t)dt_’nﬂ+ooo-



REPONSE:

Comme f est de classe €', f’ est une fonction continue sur un segment elle est donc bornée (et
atteint ses bornes),, il existe M un réel tel que

veelo;n]l  |f'(n]<M

Donc en utilisant la croissance de I'intégrale

2
2n+1

0< f|f’(t)cos((2n+1)r/2)|dt< 2 foldt
0 0

2n+1

donc
2

2n+1

X

” 2nM
"(t 2n+1)t/2)dt| <
fo f'(®)cos((2n+1)t/2) ‘ ST

En utilisant le théoréme des gendarmes

lim
n—+oo2n+1

b/
f f'(Ocos(@n+1)t/2)dt=0
0

et par opérations

((2n+1)t)dt:0
2

n
nllr{lm‘/(; f(t)sin

3. Onpose A, () = % +ZI’C‘:1 cos(kt). Vérifier que, pour ¢ €]0,7], ona

A0 = sin((2n+1)t/2)
T 2sin(e/2)

REPONSE:



Soit t€]0; ] et n entier naturel non nul

Ay(t) = cos(kt?)

N|—= N =
+

n
+)
k=1
n .
Z Re(elkt)
k=1
L 1—(e)" , , ) .
=—-+Re|le" ——— car la raison n'est pas égale & 1 car t€]0; 7]

int [ int —int
e 2 |le2 —e 2

ir

1
=—+Rele - - n

2 it it -1t
e2|e2 —e 2
. t
i(n+ 1)t 2isin(%)

1
=—+Rele 2 B ————
2 L[t
2isin|—
2

((n+1)t (nt)
cos sin >

S| —
2
Fn+Dt Un+Dt j
(0] sin -3
2
. (t)
S| —
2

(n+1)t (n+1)t nt nt
1 =1 13
e 2 +e 2 e 2 —e 2

1
=—+
2

=—+

=—4+ formule Euler
2 R
4isin| —
2

@n+t ot ot 02n+1)t

1= 1= =1
1 e 2 +e 2-e2-¢ 2

.. (t)
4isin| —
2

. t
—sin|——=
2
2 t
Zsm(—)
2

((2n+l)t
n —

((2n+l)t
n —_—

6
2

(]
2sin| =
2




Pour t€]0,7], on a A,(t) =

sin((2n+1)t/2)

2sin(t/2)

4. Déterminer deux réels a et b tels que, pour toutn =1,

T 1
f (at®>+ br)cos(nH)dt = —.
0

Vérifier alors que

T /4
f (at®> +bt) A, (1) =S, — —
0 6

L

oltonaposé S, =Y;_, R

REPONSE:

n2

2

Les intégrations par parties sont bien justifiées toutes les fonctions étant de classe €7 sur R

4 t? + bt
f(at2+bt)cos(nt)dt: —%sin(m‘)
0

T2at+b
=0—0+/
0

2at+b

= 3 cos(nt)
n

(2ar+b)(-1)"-b

sin (nt

Il suffit donc de prendre

d f” 2at+b
+
o Jo

)dt

T T2a
—f —2c0s(nt)dt
0 0o n

1
a=—cet bh=-1
2n

sin(nt)dt

PP

PP



/A /1
f (at® + bt) A, (1) =f
0 0

=f0”

Il
S—
B}

Nl—= N = N

(at® + bt)

1 n
=+ cos(ky) | dt
2 =

at® + bt 1 n
de+ ) f (at2+bt)cos(kt)] dr
k=11J0
1
2—t2—t n
T
=—dt+ ) —
2 Lz
B 2"
———| +Sn
(394 2 0
3 2
s oon
— - +Sn
6r 2
-2
+S
671 ] "

b4 7[2
f (at®> +bt)Ap,()dt =S, — 5
0

®

pusd

5. Déduire des questions précédentes que S, — .

REPONSE:

Pour tout t€]0; 7]

En posant pour r€]0; n], f(1)

Vte

De plus comme

at®+ bt

2 -
(at“+bt)Ap(t) = 2sin(72))

sin((2n+1)t/2)

_ar*+bt

2sin (4/2))
[0; 7] (at> +bt) A, () = f(D)sin(@n+1)t/2)

et f(0) = —1 on constate que

at® + bt bt
2sin(/2) 0t
at® + bt

tm(l)Z' t2))
| sin (t/2))

point précédent



La fonction f est donc continue en 0.
La fonction f est de classe € sur ]0; 7] et

(2at + b)2sin(t/2) — cos(t/2)(at® + bt)
4(sin(t/2))2

Vt€]0; 7] fl(o=

donc en effectuant un dl

2
Qat+b)(t+0(t})) - (1 - % + o(tz)) t(ar® + bt

=

4(sin(t/2))?
_at*+o(1?)
" 4(sin(t/2))?

im f(H=a
z—»0//x>of()

Et pour r€]0; 7]

fO-f0)  at*+br+2sin(t/2) ar*-t+t+0(?) ar?
=0 2sin(t/2)  2sin(t/2) 2

qui a pour limite a quand ¢ tend vers 0. f est dérivable en 0 de dérivée f'(0)=a
La fonction f est de classe €* sur [0; 7]

On peut donc appliquer le résultat de la premiére question

n—+oo

m
lim f (at®> +bt)A,()dt=0
0

et donc




