DEVOIR SURVEILLE N° 2
19 OCTOBRE 2024
Durée de l’épreuve : 4h

Le devoir comporte un exercice et deux problémes indépendants. La calculatrice n’est pas autorisée. Il sera tenu
compte de la rigueur, du soin et de la rédaction dans la notation. Les résultats seront soulignés ou encadrés.

Exercice (environ 30 min)

Une urne contient initialement un jeton blanc et un jeton noir.
On effectue une série de tirages aléatoires selon le protocole suivant :

— si le jeton tiré est noir, 'expérience s’arréte ;

— si le jeton tiré est blanc, on le remet dans 'urne puis on double la quantité de jetons blancs présents dans ['urne
et on procéde & un nouveau tirage.

L’objectif de cet exercice est d’évaluer la probabilité de ne jamais obtenir de jeton noir, et de déterminer en
particulier si cette probabilité est nulle.
On introduit les notations suivantes :

e on note R I’événement « ne jamais obtenir de jeton noir » ;

e pour k € N*  on note Ay I'événement « le k-iéme tirage a lieu et on obtient un jeton blanc » ;

e pour n € N* on note B,, 'événement « les n premiers tirages ont eu lieu et n’ont donné que des jetons blancs » ;
e pour n € N*, on note R,, 'événement « I’expérience se termine a l'issue du n-iéme tirage » ;

e et enfin, pour n € N*, on note u,, = P(B,,).

1. Soit n € N*.

a) Exprimer 'événement B,, a 'aide des événements Ay.

b) Soit k un entier naturel supérieur ou égal & 2. Donner, en justifiant votre réponse, la valeur de Pa,n...na,_, (4k).

n—1
¢) Montrer que u, = H
k=0

2k:
2k +1°
2. a) Etudier les variations de la suite (u,)nen-, puis démontrer que (u, )nen+ converge vers un réel £ € [0; 1].
b) (i) Démontrer que pour tout réel z > 0: 0 < In(1 + z) < .
(ii) Démontrer alors que la suite (—In(u,))nen+ est convergente.
¢) En déduire que £ # 0
n
3. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul : Z P(Ry) =1— P(By,).
k=1
4. a) Exprimer événement R & l'aide des événements R,,.
b) Répondre alors au probléme posé.

Probléme 1 (environ 2h)

Soit o > 0, un réel fixé. On s’intéresse a la suite (uy,)n>o définie par :

ug = 1 et pour tout entier naturel n, wup41 =« (un + ) .

n

On consideére la fonction f, définie sur ]0; +oo[ par :

fa @ 05400 — R

1
x — a(m—i—).
x
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Partie I : quelques généralités
1. Dresser le tableau de variation complet de la fonction f, sur ]0;4o0o[. On déterminera aussi les asymptotes
éventuelles.

2. Sur le graphique joint & ’énoncé (& rendre avec la copie) sont représentées 5 courbes représentatives de fonctions

Z,azi,azi,azleta:Q.

a) Sur le graphique, préciser pour chaque courbe la valeur de a correspondante.
b) Compléter le graphique de fagon a visualiser les premiers termes des 5 suites (1, )n>0 obtenues pour chaque

fa pour a =

3
valeur de « : on prendra ug = 1 pour a = 1 et « =2 et on prendra ug =4 pour a = —,a = - et a« = 1.

4 2
¢) Pour chacune de ces suites, conjecturer son comportement (sens de variation, limite éventuelle).
La réponse est & indiquer en dessous du graphique.

3. Quelques résultats généraux pour « > 0 quelconque.

a) Montrer par récurrence que la suite (u,)n>0 est bien définie avec pour tout entier n, wu, > 0.

b) Montrer que pour tout n > 1, w, = 2a.

¢) On suppose que la suite (uy,),>0 converge vers un réel £.
Montrer qu’alors, on a nécessairement a < 1 et calculer ¢ en fonction de a.

d) Que peut-on en déduire pour la convergence de la suite dans les cas ou o = 1 et = 27 (Justifier la
réponse).

3
Partie II : étude du cas a = —
On suppose dans cette partie que ug = 1.
4. Calculer uy, puis montrer par récurrence que pour tout n = 0, Up < Upy1-
Indication : on pourra utiliser les variations de f,.
5. Montrer que pour tout n >0, w, < V3.
6. Conclure sur la convergence de la suite (uy,),>0 dans ce cas. Si elle converge donner sa limite.
. ) 1
Partie III : étude du cas a = —
7. Que peut-on dire de la suite (up)n>0 dans le cas ot ug =17

On suppose pour les questions 8., 9. et 10. que ug > 1.

8. Montrer que pour tout n > 0, 1w, > 1.

-1
On pose alors pour tout n >0, v, =In (un )
Up + 1

9. a) Montrer que la suite (v,),>0 est une suite géométrique et expliciter v,, en fonction de vy et de n.
b) Déterminer la limite de v, lorsque n tend vers +oco.

10. Exprimer wu, en fonction de v, et étudier la convergence de la suite (uy)n>0, si elle converge donner sa limite.

1
Partie IV : étude du cas o = 1

Dans cette partie on reprend I'hypothése ug > 1.

1 3 1
11. Montrer que pour x > 3 71 < fi(z) < 1

1
12. On pose g = —.
V3
a) Rappeler I'énoncé général de la formule des accroissements finis.
3
b) Montrer que : pour tout n > 0, |up+1 — 8] < 1|un - Bl
13. a) En déduire qu’il existe une constante C, que I'on exprimera en fonction de ug et 3, telle que :

pour tout n >0, |u, — 8] <C (i) .

b) Conclure alors quant & la convergence de la suite (u,)n>0 dans ce cas.
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Partie V : étude du cas o« = 2

Dans cette partie, on suppose que ug > 1.
14. Montrer que la suite (u,)n>0 est croissante et que lim wu, = +o0.
n— o0

15. En déduire lim M.

n—+00 Uy

On pose alors pour tout n >0, w, = Z—Z
16. Montrer que pour tout n > 0, 0 < wp41 —wy, < 2%
Indication : on pourra utiliser la question 3.b).
17. En déduire la nature de la série Z(w”“ — Wp).
18. En déduire que la suite (wy,),>0 est convergente.
n—1
(On pourra utiliser le fait que pour n >1, w, = wy+ Z(wk-H —wg))
k=0

19. Finalement, montrer qu'il existe une constante A > 1 (que l'on ne cherchera pas a calculer), telle que

U, ~ A2™
n—-+oo

Probléme 2 (environ 1h30)
Partie 1
Dans cette partie on recherche des fonctions V' de deux variables réelles strictement positives = et y qui vérifient :
oV oV
V(z,y) € R™* x R*, x(l—y)%(l’ay) :y(l—x)a—y(:c,y). (E)
On suppose dans cette partie que V' peut s’écrire sous la forme :

Viz,y) = ¢(x) + (),
oll ¢ et 1) sont deux fonctions dérivables sur RT*.
L ov oV
1. Donner une expression simple de z(1 — y)a—(x, y) et de y(1 — x)a—(x, Y).
€ Y

2. Trouver deux fonctions non nulles ¢ et ) telles que V' soit une solution de (E).

Partie 11

On considére le systéme des deux équations différentielles

d—x = T—x

dt Y

. (S)
y — —

P Y+ xy

de d
ou z et y sont deux fonctions inconnues de la variable réelle ¢, de dérivées I et d—zz

3. Montrer que pour tout T réel, si x et y sont solutions de (S), alors les fonctions ¢t — z(t +T) et t — y(t + T)
sont aussi solutions de (S).

4. Soit (z,y) un couple de fonctions définies sur R, solution de (S) et tel que les fonctions z et y sont & valeurs
dans R™*.

Montrer que si V satisfait a (E) alors la fonction composée ¢ — V(x(t), y(t)) est constante.
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Partie 111

On considére dans cette partie la fonction V' définie pour x et y strictement positifs par

V(z,y) = In(zy) — (z +y).
5. Justifier que V posséde des dérivées partielles d’ordre 2, et les calculer.
6. Montrer que V ne peut posséder d’extremum qu’en un seul point, que ’on déterminera.

7. Montrer que V atteint un maximum au point trouvé.
On pourra commencer par démontrer rapidement que pour tout t réel positif In(t) <t — 1.

8. Parmi les trois graphes représentant des lignes de niveau (en annexe) indiquer lequel est celui lié & V' et justifier
votre réponse en une phrase.

Partie IV

On désigne par (X,Y") la solution de (S) qui vérifie la condition initiale X (0) = 2, Y'(0) = 1 (on admet lexistence
et l'unicité de cette solution sur R, et que X (t) et Y'(¢) prennent des valeurs strictement positives).

9. Montrer que, pour tout t réel,

ol K est une constante qu’on déterminera.
eu
10. Donner le tableau de variation de la fonction f définie sur |0, 4+oo[ par f(u) = —, on donnera les limites aux
u

bords de ’ensemble de définition.

Pour les questions suivantes vous devez vous aider du tableau de variation précédent et donner des
réponses rapides. Ces questions sont du niveau ENS'! vos réponses ne seront corrigées
que si ce qui précéde a été traité convenablement.

11. Justifier qu’il existe un nombre 0 < A < 1 tel que, pour tout ¢ réel,

ASXH) K2 et ASY(#)L2
12. Justifer qu’étant donné z tel que A < z < 2, ’équation en y
X
Kye™ = <
T
posséde exactement deux solutions positives comprises entre A et 2 .
13. Justifier que si le couple (x,y) vérifie 'équation
X
Kye™ = <
x
il en est de méme du couple (y, z).
14. Justifier que si ¢y est un réel tel que X (¢9) = 2, ou X (tg) = A, alors on a Y (tg) =1, X'(to) =0 et Y'(tg) # 0.

15. Montrer que les solutions X et Y sont périodiques de méme période.
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ANNEXES

Choix 1 Choix 2

TN
\
. s U
\‘
»\
‘\
\\\/
N\
04
(o]

Faites attention aux signes moins!

Choix 3
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Réponse a la question 2. c)
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