CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE N©2

Exercice

1. a)

b)

b)

D’aprés la description des événements donnée dans I’énoncé on peut écrire :

B,=ANAyN...NA, = ﬂAk.
k=1

D’aprés la description de I'expérience, pour tout k € N*, on a :

Qkfl

}th1 NA,_ 1L4k) éﬁgiflgi

car si les k — 1 premiers tirages ont donnés des jetons blancs, alors au moment d’effectuer le k-iéme tirage
I'urne contient 28! jetons blancs et 1 jeton noir.

D’aprés la formule des probabilités composées, on a donc :

tn = P(Bpn) = P(A1) x Pa,(A1) X ... % Pa,rr..oa,_ (An).

12 on—1 2k
On a donc, d’aprés la question précédente, u, = = X —— X ... X ————, c’est-a-dire | u,, =
Gapresfad P "T3%9 2T 1 L T
U, est un réel strictement positif et, pour tout n € N* :
2"1
Un+1 _ <1
Uy, 2 +1

On a donc, pour tout n € N*, up, 41 < up, ce qui signifie que‘ la suite (4 )nen+ est strictement décroissante.

u, étant une probabilité, on sait que, pour tout n € N*, u,, € [0;1].

Ainsi, la suite (u,)nen+ est décroissante et minorée donc ‘ elle converge vers un reéel ¢ € [0;1]. ‘

(i) Pour tout z > 0,on a1+ 2 > 1 et donc, par croissance de la fonction In, In(1 + z) > 0.
On pose maintenant, pour x > 0, f(z) = In(1 + x) — x. La fonction f est dérivable sur R et pour

—x
tout 0, —1=——<0
ut >0, f'(z) = 1+xz 1+z
La fonction f est donc décroissante sur R™ et f(0) = 0. On peut donc en déduire que, pour tout o > 0,

f(z) <0, cest-a-dire In(1 + z) < =.
En résumé, ‘Vm >20,0<In(1+2) <z ‘

(ii) On remarque que, pour n € N*|
n—1
= Enh) Erloe2)

1 1
D’aprés la question précédente, pour tout £ € N*, 0 < In (1 + ) < ok Donc, par somme d’enca-
drement, on obtient que, pour tout n € N* :

n—1 1 n—1 1
<Su(itg)<X g
k=0 k=0

1-(@1/2)"

& n(uy) =12
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La suite (up)nen+ étant décroissante, on peut en déduire (en exploitant la croissance de la fonction
In) que la suite (— In(uy,))nen est croissante. De plus, on vient de montrer qu’elle est majorée par 2.

Donc ‘ (—In(up))nen+ est convergente.

Autre rédaction possible :

1 1
D’aprés la question précédente, pour tout k£ € N*, 0 < In (1 + 2,{3) < ok

1 1
On sait que la série Z oF est convergente car c’est une série géométrique de raison ¢ = = €] — 1; 1].

1
Donc, d’apreés le théoréme de comparaison pour les séries & termes positifs, la série Zln (1 + Qk)
est convergente.
Cela signifie que la suite des sommes partielles de cette série admet une limite finie et donc que — In(u,,)
admet une limite finie.

¢) Supposons que ¢ = 0. Alors, par composition de limites, on devrait avoir lim —In(u,) = 400, ce qui

n——+oo
n’est pas le cas d’aprés la question précédente. Donc,
3. L’événement B,, signifie que I'un des n premiers tirages a donné un jeton noir.
On a donc B, = R{ URyU...UR,. Les événements (Ry,...,R,) étant deux a deux incompatibles, on peut

écrire que :

P(B,) = Zn:P(Rk)~
=1

Enfin, comme P(B,) =1 — P(B,), on a bien ZP(Rk) =1— P(By,).
k=1

4. a) L’événement R signifie que lexpérience s’est terminée & un moment, ¢’est-a-dire qu’on a obtenu un jeton

—+o0
noir. On a donc | R = U R,.

n=1

b) Les événements (R, )nen- étant incompatibles deux & deux, on a

N

“+o0
P(R)=>_ P(R,)= lim Y P(R,).
n=1

N ——+oco
n=1

D’aprés la question précédente, on a donc P(R) = NliI_r: 1—-P(By)=1-4.
— 400

On peut donc en déduire que ’ P(R) ={ et donc P(R) # 0. ‘

Probléme 1
Partie I : quelques généralités

1
1. La fonction f, : x — « (:E + ) est dérivable sur l'intervalle ]0, +oo[ et
x

1 21
Vz €]0, +oo[, fi(z) =« <1 — ) =aZ 5— qui est du signe de 22 -1
x

D’ou le tableau de variations de f,

x 0 1 +0oo
() - 0 +
400 “+00
fula) —
2a
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La courbe représentative de f, posséde deux branches infinies.

‘En 0, la courbe représentative de f, admet une asymptote verticale, I’axe des ordonnées.

En 400, on a lirJ1r1 f(x) — ax = 0. Donc la courbe représentative de f, admet au voisinage de +oo une
Tr—r+00

‘ asymptote oblique, la droite d’équation y = aux.

2. a)

0 ul=1 2 3 u0=4 5 6

¢) On conjecture que :

— Pour ug =1 et & = — : la suite est croissante et convergente (vers 1.75 environ).

— Pour ug =1 et aw = 2 : la suite est croissante et diverge vers +oo.

— Pour up =4 et & = — : la suite n’est pas monotone et converge (vers 0.5 environ).

— Pour ug =4 et a=

DO s = DN w

: la suite est décroissante et converge (vers 1 environ).

— Pour up =4 et a =1 : la suite est croissante et diverge vers +o0.

"

3. a) Montrons par récurrence que la propriété Z(n) : " u,, existe et u, > 0 " est vraie pour tout n € N.

ug est donné par ’énoncé et on suppose que ug = 1 donc &(0) est vérifiée.
1
Soit n € N fixé. On suppose que #(n) est vraie. Comme u,, > 0, on peut bien calculer « (un + ) donc

n
Unp4+1 €Xiste.

De plus, par somme et produit de réels strictement positifs, w41 > 0.
On a donc vérifié que Z(n + 1) est alors vraie.

Grace au principe de récurrence nous avons montré que la suite ‘ (Un)nen est déﬁnie‘ et pour tout entier

b) On a alors pour n > 1, wu, = fo(un—1) = 2c puisque 2« est le minimum de f, sur ]0, +oo].

Onamontré:’ n > 1, un>2a‘

¢) La suite (up)nen+ est minorée par 2a, si elle converge la limite ¢ vérifie donc £ > 2« et en particulier £ > 0.

La fonction f, est continue sur R*} (donc en ¢) et la suite vérifie u,11 = fo(un) pour n € N. Si la suite
converge vers £, on en déduit par passage a la limite dans 1’égalité que £ = f,(¢). Or
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zzfa(e)®a<z+z>:eﬁ(l—aw:a

Comme « > 0, la derniére égalité n’est possible que si 1 — a > 0.

car ¢ > 0.

Donc ‘ si (un)n>0 converge vers un réel £ alors o < 1 ‘ et on a de plus | £ =

d) D’aprés la question précédente, on a par contraposée : si a > 1, alors la suite (up)n>0 diverge. Ainsi pour

a=leta=2 ‘ la suite (up)n>o diverge ‘

Partie II : étude du cas o = %

4. On calcule u; = fo(up) =

D’autre part, d’aprés 3.b., Vn > 1,u, > 2a = 5 donc comme ug =1,ona:VnéeN, u, > 1.

«
Montrons par récurrence que Vn € N, u, < tpq1.
On a bien uy < uy

Soit n € N. Supposons que 4, < t,+1. Comme la fonction f,, est croissante sur [1, 400, on a fo (un) < fo(tnt1),
c’est-a-dire up41 < Up42. On obtient donc le résultat cherché au rang n + 1 et donc pour tout n € N par
récurrence.

3 1 3 4 3
5. On calcule f,(vV3) == (V3 + ) 3 et on procéde par récurrence.
falV3) = ( 5) 1B B p p

Au rang 0, on a uy < v/3. Supposons que u,, < v/3 pour un n € N donné, alors par croissance de f, sur [1, +o0],

on a Unpt1 < V3. On en déduit ainsi par récurrence que |pour tout n >0, u, < V3.

6. La suite (un)n>0 est croissante et majorée (par \/g), elle converge donc. Par la question 4.b. la seule limite

3
4 _ = /3. On a donc : |la suite (un)n>0 converge vers V3.

possible est £ =

_3
1

Partie III : étude du cas o = 3

7. Comme f,(1) = 1, on montre par récurrence que ’ si ug = 1 la suite (up)n>0 est constante égale a 1.

8. On a supposé uy > 1. Comme f, est strictement croissante sur [1,+oo[, on montre par récurrence que

‘pour tout n >0, wu, > 1.‘

-1
On peut donc bien définir pour tout n > 0, v, =In ( m 1).
Up

1
na1 — 1 5(Un + 5-) —
Upt1 = ln(u 1 >ln —?( 1")
un+1+1 5(’& +T)+
u%—!—l—?un
= 1n _— =
Uy + 14 2u,

—1
— 2In (“” ):2vn
Uy +1

’ La suite (v, )n>0 est donc une suite géométrique de raison 2. ‘

9. a) Soit n € N.

’Pour n € N, v, = 2"vy. ‘

ug —

1
< 1dou vy <0.
ug +

b) On sait que 0 < ug — 1 < ug + 1 done

On en déduit que ‘ la suite (v,) tend vers —oo lorsque n tend vers +oo. ‘
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10. Soit n € N. v, zln(

Up — 1
Up +1°

Up — 1
— |, donc e’ =
up +1

D’ou e (u, + 1) = uy, — 1, puis u, (1 —e"") =€ + 1 et donc

1€
Cl—evn |

Un

Comme (v,,) tend vers —oo on en déduit que ‘ la suite (uy,)n>0 tend vers 1 quand n tend vers +oo.

Partie IV : étude du cas o = 111

1
11. Pour z > 0, f.(z) = « (1 - 2).
T

1 1 1 1 1 1

Pour = > 2 onaz?> 1 et donc 0 < e <4 dou -4 < = < 0 et donc 1(1—4) < fl(z) < 7 ce qui nous
3 1
d bien | —— < fi(z) < =
onne bien | —~ fi(2) 1

12.  a) Soit f : [a;b] = R (a < b), une fonction continue sur [a;b] et dérivable sur |a;b[.
b) —
Alors il existe ¢ €]a; b[ tel que w = f'(c).
—a
1 1
b) Par la question 3.b. on sait que pour tout n > 1, u, > 3 Comme ug > 1, on a pour tout n > 0, u,, > 3

13. a)

1 < 1
V32
Soit n € N. La fonction f, est dérivable sur R . En appliquant le théoréme des accroissement finis entre
u, et B on obtient qu’il existe un réel ¢ compris strictement entre u,, et 5 tel que

fo(un) = fa(B)

De plus, on a aussi 8 =

N C
Done falttn) = £a(B)
a\Un) = Ja _ /
e e RIAC]

et comme

> o

1
Comme ¢ > 3 (puisque c est entre u, et 3), on a d’aprés 7. |f/ (c)] <

fa(B) = 1 <1+\/§> :i:ﬁ, on a donc | Jun 1 — B] < Z|un—ﬁ| A

4\V3 V3

. 3\" .
Montrons par récurrence que la propriété Z(n) : |u, — 8] < |ug — S| (4> est vraie pour tout n > 0.

0
3
Comme (4) , la propriété est vraie pour n = 0.

Soit n € N fixé. Supposons que & (n) vraie.
D’aprés la question précédente on a alors :

3 3 3\"
8l < 2, — B8l <2 - 2) .
|un+1 6|\4|un ﬂ‘\4X|U0 5' (4)

3 n+1
Donc |upt1 — B] < |ug — B (4) , Cest-a-dire que H(n + 1) est vérifiée.

. 3\"
Grace au principe de récurrence on a montré que pour tout n € N, | |u, — 8| < |up — S (4) .

3\" 3
Comme |ug — S (4> tend vers 0 quand n tend vers 400 (car —1 < 1< 1), on en déduit que |u, — 3]

tend vers 0 quand n tend vers +oo et donc que |la suite (uy,)n>0 tend vers g =

-
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Partie V : étude du cas a = 2

14.

15.

16.

17.

18.

19.

2
Pour tout n € N, w11 — u,, = u, + — qui est donc positif d’aprés 3.a. : ’ (un)n>0 est croissante.
n

De plus d’aprés 3.d., la suite (up)n>0 diverge car o > 1. On a donc : | lim wu, = +o0.

n— oo
U 1 . ] m
Comme —* =2 (1+ — |, on en déduit que | lim ntl 9,
Uy, Uy, n—+o0o0 Uy
1
) U U 20Uun+7-) 1 . -,
Soit n € N, on a wy11 — Wy, ntl T T wnd T gy Wpi1 — Wp, = —— qui est positif.

= 2n+1 2n 2n+1 2n 2nun
De plus, d’aprés 3.b. pour tout n > 1, u,, >4 > 1 et up > 1 donc pour tout entier n, u,, > 1.

On a donc bien pour tout n > 0, |0 < wyp41 — Wy < on

. - 1 , L . 1 1
On sait que la série Z on est convergente car c’est une série géométrique de raison 3 et 5 €] —-1;1[.

Donc, avec la question précedente, d’aprés le théoréme de comparaison pour les séries & termes positifs,

la série E (Wn41 — wy) est convergente.

n—1

On vérifie que pour n > 1, w, = wy + Z(wkﬂ — wy,) en utilisant que la somme qui apparait est une somme
k=0
télescopique.
n—1
D’aprés la question précédente, <Z(wk+1 — wk)> admet une limite finie lorsque n tend vers +oc.
k=0 n>1

Donc ‘ la suite (wy)n>0 est convergente. ‘

Notons A la limite de la suite (wy)nen.
Par croissance de (wy)n>0 (question 16.), A > wo = ug > 1. On peut donc en déduire que w,, ~ X lorsque n

tend vers 400 et donc que |u,, ~ A2".
n—-+o0o

Probléme 2

Partie I

1.

2.

Pour tout (z,y) € R** x R** on a

21— ) G (w9) = a(1 = )¢/ (@) et y(1 =) G- (2.) = y(1 — ) (o).

D’aprés la question précédente :

V est solution de (E) & V(z,y) € R™* x R™, 2(1 —y)¢'(z) = y(1 — 2)y'(y
& V(@,y) ERT xR, (1 —y)¢'(z) = y(1 - 2)¢'(y)
On remarque alors qu’en prenant ¢ et 9 telles que
1— 1-—
VrER™, Je)= = et WyER™, () ==,

I’égalité demandée est bien vérifiée.
Ainsi, par exemple les fonctions ¢ et 1 définies par :

v eRY, pa) =In(x)—x et Yy eRY, ¥(y) =In(y) -y, |

répondent a la question.
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Partie 11

3. Soit T un réel fixé et x et y deux solutions de (.59).
Onnotew:t—ax(t+T)etz:t—ylt+T).
Les fonction w et z sont dérivables sur R comme composées de fonctions dérivables et, pour tout ¢ réel :

w(t)=1x2't+T)=z@t+T)—z@t+T)yt+T) = w(t) —w(t)z(t)
ZA)=1xy(t+T)=—yt+T)+zt+T)yt +T) = —z(t) + w(t)z(¢)

Donc ‘ (w, z) est aussi une solution de (.5). ‘

4. On suppose donc que V satisfait & (E) et (z,y) est une solution de (5).
La fonction t + (x(t),y(t)) est alors dérivable sur R et a valeurs dans R*+x x R™* donc par composée avec la
fonction V' qui est dérivable par rapport a ses deux variables, la fonction 7 : ¢ — V(z(t), y(¢)) est dérivable sur
R. De plus, pour tout réel ¢ :

() = (05 (@(0) (0) + 9/ (0) - o(0), )
= 21— (1) I (e0) (1)) ~ (1)1~ z@))%(z(t),y@) car (z, ) est solution de (S)
=0 car V satisfait (E).

La fonction ~ : t — V(z(t), y(t)) est donc bien constante sur R. ‘

Partie I11

5. La fonction (z,y) ~ zy est de classe 2 sur R™* x R™* comme produit de fonctions usuelles, et elle est & valeurs
dans R** sur ce pavé. La fonction t +— Int est de classe €2 sur R™*, donc par composition (x,y) — In(zy) est
de classe €2 sur R™ x RT*,

La fonction usuelle (z,%) — = +y est de classe €2 sur R™ x R™*, par somme

‘ V est de classe €2 sur RT* x RT*.

On constate que
V(z,y) e R"* x R*™  V(z,y) = In(z) -z +1In(y) —y

ce qui permet de calculer rapidement

ov 1 ov
+ +x _ oV _
V(z,y) e R™" xR am(x,y) ~ -1 ay(ﬂs,y) ; 1
Puis
o2V 1 92V 1 92V 92V
R+* RJ’_* R _ = —— = = U.
Y(z,y) € X 57 (LY =3 ayg(x,y) ) 3ya$($7y) 8x8y($’y) 0

6. La fonction V est de classe €' sur R™ x R™*. Sur ce pavé ouvert, les extréma globaux (z,%), qui sont des

5
extrema locaux, sont forcément des points critiques qui vérifient grad(f)(z,y) = 0
Soit (z,y) € RT* x RT*

@Q y) =0
grad(f)(z,y)= 0 & { §¢
aiy(xvy) =0
1.,
S0
-1 =0
y
{x =1
==
y =1
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‘ V ne peut posséder un extrémum qu’en (1,1) ‘

7. On constate que V(1,1) = —2. De plus la fonction ¢ ~— In(t) est de classe € sur RT™* et concave, son graphe
est donc en dessous de ses tangentes. Au point ¢ = 1 la tangente a la courbe a pour équation y =t — 1 et donc

vVt e RT* In(t) <t—1.
Donc

Vr € RT vy e R In(z) —z+In(y) —y < =1+ (1)

donc

V(z,y) e R x R™  V(z,y) <V(L,1)

V atteint un maximum en (1,1), la valeur du maximum est —2 et ce réel est le seul extremum.

Remarque : Il est facile de vérifier que c’est un maximum strict c’est & dire
V(z,y) e R xR™A{(L 1)} Vi(e,y) <V(L1)

On notera que dans cette définition on a enlevé le point (1,1).

8. Les lignes de niveau de V correspondent au choix 2 car on vient de montrer que V' admet en (1,1) un maximum
égal & —2 et sur cette figure on voit des lignes donc le niveau « diminue ».

Partie IV

9. La fonction V de la partie III satisfait (E) et on suppose que (X,Y") est solution de (S) et que les fonctions sont
a valeurs dans R**.
Donc, d’aprés la question 4. on sait que la fonction ¢ — V(X (t),Y (t)) est constante. Ainsi, pour tout réel ¢ :

V(X(1),Y(t) = V(X(0),Y(0))
Sn(X(OY () — X(t) - Y(t) =1n(2) — 3
@X(t)Y(t) _ eln(2)73+X(t)+Y(t)

X(t) 3
e e
& = —Y(t)e YW
SO
X(t) 3
On a donc i((t) =KY(t)e ¥ ® avec K = %.
-1
10. La fonction f est dérivable sur ]0;+oo[ et, pour tout u € R f'(u) = Y 5—€“. On a donc le tableau de
u
variations suivant :
U 0 1 400
f'(u) - 0 +
+00 +00
\ e

On obtient lirno f(u) = 400 par simple opération sur les limites et hIE f(u) = 400 d’aprés les croissances
u— Uu—r+00
comparées.

11. A La question 9 nous avons montré que la solution (X,Y") vérifie

VteR  f(X(t) =
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3
e . .
avec K = 5 Le tableau de variations précédent permet d’écrire

vt e R fY(t) =e

donc )
o3
vteR 2 _>e
fFY(t)
puis
o2
vieR  f(Y(t) < 5
e? e?
Or f(2) = 5 et le théoréme de la bijection nous permet d’affirmer qu’il existe A €]0; 1] tel que f(A\) = 5 et

en utilisant le tableau de variation.

Yu €]0; +o0] u &X; 2[= f(u) > %

par contraposée

|VteR A<Y()<2 |

Comme on a aussi
VieR FY () =

on peut conclure

| VteER A< X(t)<2 ]|

12. Toutes les quantités manipulées étant strictement positives, cette équation peut s’écrire

K
= =I
Fw W
U 0 A 1 2 +o00
f'(u) - 0 +
—+00 . “+00
\02/2 C2
f(u) \ o / /2
Soit z €]\, 2[ d’apres ce qui précede
2
e< f(z) < <
2
donc
< K e?
e< — < —
flz) = 2

On peut appliquer le théoréme de la bijection monotone sur |\; 1[ puis ]1; 2] pour montrer Pexistence de deux
solutions y telles que

K
fW) =—+—
W= 5@
Le tableau de variations permet aussi de montrer que
Vy € R} y%[/\'2]¢f(y)>2>£
- ’ ~ fx)

et donc qu’il n’y a pas d’autres solutions
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L’équation admet exactement deux solutions sur R’} et ces soltutions sont comprises entre A et 2

13. Immeédiat
2

2
14. Supposons que X (tg) € {A,2} alors f(X(t)) = 5 D’apres la question 9

f(Y(to)) = % =e

En lisant le tableau de variations la seule solution de f(y) =e est 1
f(Y(to)) =1
De plus X et Y sont solutions de (S).
X'(to) = X(to) — X (to)Y (to) = X(to) — X (to) x 1
X'(tg) =0

et
Y'(to) = =Y (to) + X (to)Y (to) = X (to) — 1

donc comme x(tp) # 1 (car A # 1)
Y'(tg) # 0
15. Etape 1 Montrons qu’il existe tq € R tel que X (o) = 2.
Etape 2 Montrons que la solution est périodique.

Soit le réel ty trouvé dans I'étape précédente on pose
VteR  X(t)=X(t+to) Y(t)=Y(t+to)

D’aprés la question 3 (X, Y) est aussi solution de (S) et d’apés la question 14 , X(0) = 2 Y(0) = 1, donc
I'unicité des solutions au systéme différentiel, muit de ces conditions initiales

VteR  X(t)=X(t) Y()=Y()

16. Tracer des solutions Les questions précédentes permettent de donner l'allure des courbes solutions t
(X(t),Y(t)). En effet
— Les courbes solutions sont portées par les signes de niveau de V' (question 4)
— Les solutions sont périodiques
— D’apreés I'équation (S) si il existait un réél ¢4 tel que X'(t1) = Y'(¢t1) = 0 alors on aurait X (t1) =Y (1) =1

ce qui serait en contradiction avec le résultat de la question 9. Le point (X (¢),Y(t)) ne "s’arréte jamais".

La trajectoire de t — (X (t), Y (¢) parcourt donc toute la ligne de niveau de V' qui passe par (2,1) et ce de fagon
périodique et toujours dans le méme sens. La question 13 montre que la trajectoire est symétrique par rapport
a la droite y = z.
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