Correction DL mathématiques n°05

1. X; suitlaloi uniforme sur [1; N] car on effectue le premier tirage dans I'urne
N.

2. from random import randint

def premier1(N):
jeton=randint (1,N)
tirage=1
while jeton!=1:
tirage+=1
jeton=randint (1, jeton)
return tirage

3. D’apres la formule des probabilités totale appliquée avec le systeme com-
plet d’événements ([Xj = JDigjgnr,ona:

N
P(Xgr1=1) =Y P(Xg = )Pixp=j) Xys1 = 1)
i=1
i-1
=2 Pk = Px=j) (X411 = 1)

1 —
] -0

N
+ ) P(Xg = j)Pix=j) (X1 = 1)
=i S
=1

N q
=Y —PXx=J)
j=id
4. Pourk>2etie[I;N-1]:
N o1 N
PXp=i+1)-PXp=0)= Y —-PXp-1=j)—) =PXp1=))
j=i+1J j=iJ

1
= __.P(Xk—l =i)<0.
l

Donc la suite est bien décroissante. Et pour k = 1 elle est constante.
1 . 1 .
5. (@ PXgn=1=X, FPXe=)=PXi=1) +X, FPXe= ).

Donc P(Xj,1 =1) > P(Xj = 1) et la suite (P(Xy = 1)) est croissante.
De plus elle est majorée par 1 donc elle est convergente.
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(b) Onavuque:P(Xj =1)=P(Xp=1)+ Zﬁv:z 7P(xk =j).
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(c) Notons ¢ =limy_, o, P(X; =1). Onadonc ¢ € [0;1].
De plus, en passant a la limite dans I'inégalité précédente on a :
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020+ —(1-0)o0>2—(1-0)el>1.
N N

Donc ¢ =1.
Notons Al'événement « tous les tirages donne un numéro différent de
1 ».
too_ -
OnaA= ﬂ [X = 1]. Donc, pour tout k € N*, Ac [X} = 1] donc:
k=1

0< P(A) < P([Xi =1D.

En passant a la limite lorsque k tend vers +oo, on obtient P(A) = 0.

6. Soit i compris entre 2 et N. On sait que [X} = i] c [X} = 1], donc
0SS PXp=i) <P(X=1D=1-P(X=1).

Par encadrement de limites (ou théoréme des gendarmes), on obtient que
limy_, ;oo P(X = i) =0.
7. import matplotlib.pyplot as plt

def esperanceY(N):

esp=0

for k in range(1000):

esp+=premierl (N)
return esp/1000

N=[i for i in range(1,31)]
E=[esperanceY(n) for n in N]
Theorie=[1+sum([1/i for i in range(1,n)]) for n in N]

plt.plot(N,E,'o")
plt.plot(N,Theorie,'s")
plt.show()
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