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Réponses

Lusage de calculatrice est interdit. Lobjectif de ce sujet est d’étudier les propriétés de modeles simples pour
la croissance d’'une sous-population de cellules mutantes au sein d'une population de cellules sauvages. Le sujet
comporte cinq parties relativement indépendantes et de difficultés variées, pouvant étre traitées dans le désordre.
Toutefois, les résultats, admis ou démontrés, de la deuxiéme partie intitulée «Fonctions génératrices» sont censés
pouvoir servir dans les trois parties qui suivent. Il est donc recommandé de parcourir le sujet dans son intégralité
avant de démarrer. Enfin, il est demandé de veiller au soin de la présentation, a la rigueur et a la concision des
raisonnements.

Notations

Le logarithme (neperien) est désigné par In. Lensemble des entiers naturels est noté N et]’ensemble des nombres
réels R. Par convention, une somme indicée par un ensemble vide est nulle, et un produit indicé par un ensemble
vide est égal a 1 . Pour tout entier naturel 7, la notation n! désigne le produit des n premiers entiers non nuls,
et en particulier 0! = 1. On rappelle que le nombre de parties a k éléments d'un ensemble a n éléments est noté
!

n!
kl(n—k)!
conditionnelle de B sachant A.

Une variable aléatoire a valeurs dans N sera appelée v.a.e., pour variable aléatoire entiére.

n
( k et vaut . Si A est un événement tel que P(A) # 0 et B un événement on note P(B|A) la probabilité

Premiére partie : un modele déterministe simple

Dans cette partie, on s'intéresse au comportement moyen (non aléatoire), en fonction du temps (entier),
d’'une population de cellules composée de deux types, les cellules dites sauvages et les cellules dites mutantes.
On suppose ici que les cellules ne meurent pas et qu'a chaque pas de temps, chaque cellule sauvage produit en
moyenne s cellules filles, et chaque cellule mutante m cellules filles, oli m et s sont deux réels positifs. Au temps
0, la population est constituée d'une seule cellule, et cette cellule est sauvage.

1. Interpréter le modele suivant :

Sn+1 = (1+3)Sp

Mu+1=0Q+mMy+asSy

n=0

ainsi que les réels a €]0; 1] et B =1 —a. Que valent Sg et Mo ?

REPONSE:

En utilisant f=1-«a



les cellules filles
~ =

Spu+1= Sn + sSp - asSy
~~ ~——
les cellules de la génération précédente celles devenues mutantes >0
les cellules filles =
—N
Mp+1 = My + mMy, + as Sy
N~~~ N——
Les cellules de la génération précédente les cellules mutantes

a est le taux de mutation des nouvelles cellules, So=1 et My =0.

2. Donner une expression de S;; en fonction de g3, s et n.

REPONSE:

On reconnait une suite géométrique de raison 1+ fs et de premier terme 1.

Pour neN, S, =0+pgs)"

3. (a) Soientdeuxsuites u = (1) zeN € V = (V) nen liées pour tout entier n par la relation vy,4+1 = avy +up,
ol a est un nombre réel quelconque. Exprimer v, en fonction de a, de n, de vy et des n premiers
éléments de la suite u.

REPONSE:

Pour neN, on pose

Wnp = ﬁ
La relation de I'énoncé montre que
VneN = Ln
ne Wn+l— Wp = W
donc pour neN
n-1 n-1
Uk
Y W —wp) =) 5
k=0 k=04
par télescopage
n-1 U
Wp —wo =
frar ak+1
donc
Un n-1




n-1
Pour neN, vy=a"vo+ Y uia"
k=0

k-1

Remarque : On peut aussi deviner le résultat et le démontrer par récurrence.
*®

(b) Exprimer M, en fonction de a, B, s, m et n. On distinguera les cas fs = m et fs # m.
REPONSE:

On applique le résultat précédent a uy, = asSy, et v, =M; avec a=(1+m) .
Pour neN
n—-1
My=0+m)"My+ Y (1+m)" FLass,
k=0
n-1
=0+as Y (1+m)" a4+ ps9k question 2
k=0
n-1 k
=as(l+m)"! Y (1+_ﬁs)
=0 1+m

On reconnait alors la somme des termes d'une suite géométriques

M, = nas(1+m)"* 1 si m=ps
1+ Bs\"
Pour tout neN, 11— T+m
— n— H
My =as(l1+m) —1 (1+ﬁs si m# fs
1+m

4. (a) Suivantlapositionde s parrapport a m, établir un équivalent asymptotique, lorsque n — +oo,de Sp, My,
etMy +Sy,.

REPONSE:

Comme d’aprés I'énoncé 1+ Bs#0

~ n
Sn, =~ (+Ps)

On utilise le résultat suivant

-y siy>1

siy<l1



e Si fs=malors M;;, ~ nas1+m)"1
n—+o0
1
: - n-1
e Si Bs<m alors My, e nas(l+m) : (1+ﬁs
1+m
(1+ﬁs)”
. 1+m
- _ n-1
e Si fs>m alors My, e nas(l+m) 1+ﬁs)
1+m

Remarque : Dans les trois cas ces équivalents sont positifs, ce qui cohérent avec |'interprétation en nombre
de cellules.

®

(b) Montrer que la proportion asymptotique de cellules mutantes vaut 1 si fs < m, et as/(s—m) si fs > m.

Deuxiéme partie : fonctions génératrices

Pour toute v.a.e. X, on définit f sa fonction génératrice par :

+00
fx) =) ppx" xel-1;1]
n=0

ol, par définition, p, =PX = n).
1. Montrer que f est bien définie sur [-1;1], calculer f(0) et f(1).

REPONSE:

Soit x€[0;1]. On a pour neN
0< [pnx"| < pulx™1 < pn
De plus, par définition d'une v.a.e, la série ¥;,>0pn est convergente (de somme totale 1), en utilisant le
théoréme de comparaison sur les séries a termes positifs, la série Y, ppx” converge absolument.

‘f est définie (au moins) sur [-1; 1] ‘

De maniére générale, pour toute suite réelle a = (ay) ,en, on définit formellement la série entiere de terme général
an par

+00
f=3 apx"
n=0

etl'on cherche notamment a déterminer le domaine de définition de f.
Soit & (a) 'ensemble suivant :

&(a)={reR:(anr"),cp estbornée},

et R(a) > 0 sa borne supérieure.



2. (@) Montrer que si R(a) > 0, alors pour tout r € ]-R(a); R(a)[, les trois propriétés suivantes sont vraies

i. reé(a)
ii. limpy—4o0anr™=0

iii. la série de terme général a, " converge absolument.

REPONSE:

Remarque : On sait que (uy)en est bornée si et seulement si (|up|)pen €St majorée.
On rappelle que la borne supérieure d'un ensemble est le plus petit des majorants de cet ensemble.
La suite (a;0™) en = (a0,0,0,...) étant bornée, I'ensemble &(a) est non vide, donc d'aprés une théoréme de
premiére année, la borne supérieure de cet ensemble existe et est positive. Eventuellement dans le cas ot &(a)
est non borné, R(a) = +oo.
Soit r € ]-R(a); R(a)[ alors

|r] <R(a)

Donc |r| n'est pas un majorant de &(a), il existe rg € &(a) tel |r| <rp <R(a) La suite (|anr6’|)n€N est donc
majorée, or
vneN |anr™| < |antr§|

ce qui démontre que la suite (|anr”|)n€N est donc majorée.

Comme R(a) >0, on peut choisir le réel ry précédemment défini strictement positif.
On a pour n entier naturel

r n
apr’ = aprf (—)
ro

n
. 7 . r - Pa
Or (anrg) est une suite bornée et, comme |r| <1y hmn_.+oo(—) =0 ce qui démontre
ro

neN

lim a,r'"=o0.
n=toco

On note M un majorant de (|anr(’]1|)

neN
n n
n (T r
YneNO< |anr |<|anr0|(—) <M|—
o o
n
r L. r . P . L. N
Comme |—|<1 la série Y M|—| est convergente. En utilisant le théoréme de comparaison sur les séries a
o o

termes positifs, la série Z|anr"| converge.

‘ La série de terme général a;,r" converge absolument.

®

(b) Montrer que pour tout r ¢ [-R(a); R(a)], la série de terme général a,r" diverge. En déduire deux
inclusions entre les ensembles |-R(a); R(a)[, [-R(a); R(a)] et &(a).



REPONSE:

Soit r ¢ [-R(a); R(a)]. On pose r’ =r ou r’' = —r, pour avoir ' >R(a). Par définition d’une borne supérieure,
r' ¢ &(a). Par définition de 1’ ¢ &(a), la suite (|anr’"|]n€N n’est pas bornée, donc (anr”]neN n’est pas bornée
en utilisant la contraposée d'un théoréme de premiére année, cette suite ne peut pas converger

lim a,r"#0
n—+00

Si r¢[-R(a);R(a@)] la série Y apr" diverge grossiérement.
neN

La question 2 permet de montrer que ]-R(a); R(a)[ = &(a), le point précédent montre que [-R(a); R(a)] c &(a)

1-R(a); R(@[ = &(a) < [-R(a); R(a)]

Remarque : On a donc &(a) = 1-R(a); R(a)[, ou &(a) = [-R(a); R(a)[, ou &(a) =]1-R(a); R(a)] ou &(a) =
[—R(a); R(a)]. Et chacun de ces quatre 4 cas peut arriver avec des suites bien choisies.

®

On appelle R(a) rayon de convergence de la série entiere f.

3. Calculer le rayon de convergence des séries entieres de terme général :

(@) ayn =c", enfonction de la valeur du nombre réel c;
REPONSE:

+00 400
Soit x un réel, on étudie la convergence de ) c”"x" = ) (cx)". D'aprés le cours cette série converge
n=0 n=0
absolument si et seulement si |cx| < 1. On en déduit que

. 1
Si ¢ est non nul, R(a) = —

|

(b) ay = nY%, en fonction de la valeur du nombre réel a;

REPONSE:
+00

Soit x un réel, on étudie la convergence de ) n%x".
n=0

Soit x>0, le théoréme des croissances comparées affirme que si x <1 alors lim;— 100 n%x™ = 0 donc la suite
(n®*x™) est bornée donc par définition d'une borne supérieure, on a R(@) > 1. Et si x> 1 alors lim;— 400 n%x" =
+oo donc la suite (n%x™) n'est est bornée donc 1 est un majorant de &(a). par définition d'une borne supérieure,

onaR(a)<1et



4. Soient f la série entiere de terme général a;, et g la série entiére de terme général b;. On suppose que les
rayons de convergence R(a) et R(b) de f et g respectivement, sont non nuls, et!'on définit U = min(R(a),R(b)) >

0. Soit
n
cn=) agby,_p n=0
k=0
(a) Montrer que la série de terme général ¢, " converge absolument pour tout r € |-U; U[.

On admettra par la suite que pour tout x € ]-U; U],
+00
Y enx = f0gx)
n=0
REPONSE:

Soit x dans ]-U; U[
Commencons par supposer que les suites (an)nen €t (bn)nen Sont positives et que x est positif

n
0<cnx" =) apby_ix"
k=0
n
=Y apxkp,_ 7k
k=0
n n
<X akxk (Z bn_kx”k) il y a des termes positifs en plus
k=0 k=0
n n
< ) akxk (Z bnx") changement d'indice
k=0 k=0
+0o +00
< Z akxk (Z bnx”) séries convergentes a termes positifs
k=0 k=0

On a donc démontré que R(c) > U et donc que la série entiére de terme général ¢ converge absolument sur
1-U; U[ (question 2 a iii).
Dans le cas général, on utilise le point précédent avec (|an|)nen €t (1bnl) pen-

‘ La série de terme général ¢, r™ converge absolument pour tout r €]-U; U[.

®

(b) Montrer que si X et Y sont deux v.a.e. indépendantes dont les fonctions génératrices sont désignées
respectivement par f et g, alors la fonction génératrice de X+ Y est fg.

REPONSE:

On sait depuis la question 1 de cette partie que les deux séries génératrices de X et Y ont un rayon de
convergence de 1. D'apreés la question précédente le rayon de convergence de leur produit aussi.



Pour des v.a.e. X+Y prend ses valeurs dans N et par indépendance

n
PX+Y=n)= P(X=kP(Y =n-k)
k=0

de qui démontre

La fonction génératrice de X +Y est fg

®

5. (@) SoitXj,Xp,... une suite de v.a.e. indépendantes et de méme loi, de fonction génératrice commune g.
Pour tout entier k > 1, donner la fonction génératrice de lav.a.e. Xy +--- + Xj..

REPONSE:

On notant la fonction génératrice de X on peut démontrer par récurrencel que
X g P p q

Remarque : L'exposant désigne une puissance.

(b) Soient N une v.a.e. de fonction génératrice f indépendantes des Xj,Xp,... Montrer que la somme
Xj +---+ Xy est une v.a.e. de fonction génératrice f o g ( On pourra intervertir des symboles ) sans
justifier).
REPONSE:

On note Y = Xj + Xy +---+ X}y, on admet que c'est une v.a. et on constate qu'elle prend ses valeurs dans N.
Soit n un entier naturel

+00
PY=n)=) P(N=KkPy_x(Y =n) proba totales
k=0
+00
=) PIN=KPN_(X1+ -+ X =n) définition de Y
k=0
+00
=) PIN=KPX;++Xp=n) indépendance de N et Xj +---+ Xy ( lemme des coalitions )
k=0

1. + et * sont associatives



On note fy la série génératrice de Y, et en prend x un réel appartenant a 1-1; 1[

+00
fr =Y P =nx" définition
n=0
+00 | +oo
=Y | Y PIN=KPX; ++ X = n)x" calculs précédents
n=0 [ k=0

+00 [ +00
= Z Z P(N=KPX]+-+ X} = n)x" inversion admise, liée a la convergence absolue
k=0

n=0

+o00 +o0
=) [PIN=k) Y PXp+-+Xp=nx"
k=0

n=0
+00
=) [Pav=Rigwi¥ question précédente
k=0
=f(gx)=fogx on sait que g(x)e]-1;1[
®

Dans la suite, on admettra que toute série entiere f de terme général a, est dérivable sur | —R(a);R(a)[, et que

=Y nax"! xel-R@;R@I
n=1

On pourra également se servir des trois égalités suivantes que I'on admettra :

+oo y 1
exp(x) = Z - xX€eR,
n=0 %

+ooxn
Inl-x)=-) — XLl

n=1

+oo . —
(1—x)_“:z aa+1)---(a+n l)xn

n=0

aceR,xe]-1;1[
n!

On admettra enfin qu'un développement en série entiére est unique, c’est-a-dire que s’il existe deux suites
réelles a et b, et un nombre réel U > 0, tels que pour tout x €] — U; U[,

+00 +00

Y anx =) byx"

n=0 n=0
alors ay = by, quel que soit n > 0.

Troisiéme partie : la distribution de Luria-Delbriick

On suppose qu'il existe une suite de réels positifs ( pn)neN et une fonction f continue sur [—1; 1], tels que
+0o0
flx)= Z pnxt xel-1;1]
n=0

et

fW=01-0%% xel-1;1[\{0},

ol «a est un réel strictement positif.



1. Calculer les limites de f en 0 et en 1 . En déduire que (pn)neN est une loi de probabilité sur N, que 'on

appellera distribution (ou loi) de Luria-Delbriick.

REPONSE:
Soit x€]-1; 1[\ {0}
f(x)=exp al_Txln(l —x))

Au voisinage de 0, comme a #0
1-x
a—In(l-x)~-a(l-x)

a

donc par composition continue
limy_g f(x) =€~

limu=0%
x—>

Au voisinage de 1, on pose u=1-x et on constate que
x<1

f(x)=exp (a%ln(u))

et le théoréme des croissances comparées et la continuité de |'exponentielle permettent de conclure

limlimy_ f(x) = =1
x<1

On a supposé que f est continue en 1 donc la limite précédente donne f(1) =1, donc

+00 1 +00
Z pp=1= Z Pn
n=0 n=0

Les réels (p,) étant tous positifs.
‘ (Pn) yeny €st une loi de probabilité sur N

2. En dérivant In(f), montrer que
x€]-1; 11\ {0}

! +00 n
X
f—(x) =a)
n—on+2

f

10



REPONSE:

1-x
Soit x€]-1;1[. f(x)=exp|la——In(1—x)| ce qui montre que f(x) >0 et donc par composition ln(f) est
X

définie et dérivable sur 1-1; 1.
Soit xe]-1;1[\ {0}

In(f(x) = al_Txln(l -Xx)

1-x +o00 xn
=—a—— Z — développement en série entiére
X joon
+oo ,.n—1

=—al-n Y =
n=1

+00 yn-1  +oo x”)

=—a|Y -y =

n=1
oo 4 +00 x”)

n sn

—a| Y AT

n:0n+l n=1 "

=—al|l- calcul en isolant le terme n=0

too 4 )

=1 nn+1)

En utilisant la régle de dérivation donnée dans la partie précédente

In(f) x) :—a(O—fLﬂl)

=1 n(n+1)

+00 xn—l

= htl

+00 xﬂ

=a)

n=0

changement d'indice
n+2

! +00 n
Pour xe€]-1;1[\ {0}, f7(x)=06 ol

n—on+2

*®
3. (a) Ftablirlarelation de récurrence suivante :
n-1
Pk
npnp=a —— n=1
Pn i—otl-k -

REPONSE:

11



Pour xe]-1; 1]\ {0}

Fo=fm Y a-s
0=fx Y a
n—o Nn+2
+00 n +oo xn
=) pnx a
n=0 n=0 n+2

+00 n pk‘
=) a|) —=“—|x" partie précédente
n=0 \k=0 (n—k)+2

D’un autre cété en utilisant la régle de dérivation donnée dans la partie précédente :

+00

f’(x) — Z npnxn—l

n=1

+o00o
=) (n+Dppp1x”
n=1

Finalement en utilisant le procédé d'identification donné dans la partie précédente

L Pk
VneN, n+1 =« —_—
( IPn+1 kX::O k)12
et finalement
n-1
Pour neN*, npp=a _PE__
—ontl-k

(b) Calculer py, p2, p3.
REPONSE:

On sait que f est continue en 0 et que limy_.q f(x) =e~% = f(0)

po=e“
0
1p) = a—-
pP1 50
__(Po_ P1
2p2—a[3 + 2)
(e *  ae "‘)
=a|l—+
3 4
a _, ae %4 +3a)
=—e ¢ =
p1 5 p2 22

12



4. (a) Ecrire (1 -x)In(1 — x) sous la forme d’une série entiére sur I'intervalle ]-1; 1[

REPONSE:

Soit x€]-1; 1[, en utilisant les résultats admis dans la deuxiéme partie

+00 l’l

(1-0In(l-x)=-(1- x)Z =

n+1 +00

n= n n=1 "1
+00 xﬂ xn
= -y = changement d'indice
n= -1 n=1 1
+00 ﬂ
g nn-— l)
+00 xl’l
Pour x dans |-1;1[ 1 —-x)In(1-x) = —x+ _—
n=o n(n—1)
*®
(b) Soit ay =0et
1
anp=———
" an+1)

Montrer que (ay) ,en €st une loi de probabilité, calculer sa fonction génératrice et son espérance.

REPONSE:

Tous les termes a; sont positifs.

Soit NeN*
N N
ar =
kz::() ¢ gl’“’””
S
=i\k k+1
1
=1-
N+1

La série Zn>0 ay converge et vaut 1.

(an)nen est une loi de probabilité,

. L . . 1-x
La fonction génératrice de cette loi est x— 1+ ——In(1 - x)
X

La série Y nay est divergente (série harmonique).

‘ Cette loi n'admet pas d'espérance.

13



5. (a) SoientXj,Xp,... une suite de v.a.e. indépendantes et de méme loi, dont on note g la fonction généra-
trice commune. Soit N une variable aléatoire de Poisson de parametre 6 > 0, indépendante de la suite
(X1) nen- On définit alors la variable aléatoire Y par

Y=

™=

Xi
1

l
Calculer la fonction génératrice de Y.

REPONSE:

Un calcul rapide montre que la fonction génératrice d'une loi de poisson de paramétre O est donnée par
@(x) =e?@=D En utilisant la question 11.5.b la fonction génératrice h de Y est donnée pour x€]—1; 1[ par

h(x) = (pog(X) - e@(g(x)—l)

La fonction génératrice de Y est donnée sur |-1; 1[ par h(x) = ?8x)-1)

®

(b) Trouver g et 0 pour que Y suive la loi de Luria-Delbrtick.

REPONSE:

On constate que si on choisit 6 = —a et que I'on choisi pour loi des X; la loi étudier dans I11.4.b alors
la fonction génératrice de Y est égale a f fonction génératrice de la loi de Luria-Delbriick. Par unicité du
développement en série entiére

vneN, P(Y=n=py

®

Quatrieme partie : étude succincte du modéle de Luria-Delbriick

On considére une population de cellules sauvages et mutantes. Au temps 0 , la population démarre avec
une seule cellule, qui est sauvage. A chaque pas de temps 1,2,3,..., une cellule et une seule, prise au hasard
(uniformément) dans la population, se divise en deux; par conséquent, entre les temps n — 1 et 1, le nombre de
cellules est n. On se donne un nombre réel a € [0; 1], qui est la probabilité de mutation, etI'onnote f=1-a:

¢ lorsqu’une cellule sauvage se divise, elle se divise en deux cellules sauvages avec probabilité §; avec proba-
bilité a, en une cellule sauvage et une cellule mutante;

¢ lorsqu’'une cellule mutante se divise, elle se divise toujours en deux cellules mutantes. On note P la pro-
babilité associée a ce modele.

On désigne par S;; le nombre de cellules sauvages présentes dans la population entre les temps n—1 et n, et
par M, = n—S; le nombre de cellules mutantes. Enfin, on empruntera les notations suivantes :

ps(n, k;a)=PgSp=k) et pm(n, k;a) =Po My = k)

pour tous entiers naturels k et n.

14



1. Questions préliminaires
On admet le résultat suivant : Si (A;) ,en est une suite d’événements d'un espace probabilisé (Q, I, P) telle
que pour tout entier naturel n, A, < A,41 alors

U An

neN

P

= lim P(Ap)
n—+oo

(@) Soit (By)en est une suite d’événements d'un espace probabilisé (Q2, 7, P) telle que pour tout entier
naturel n, B;;+1 € By, montrer que

P

0]t o

REPONSE:

On pose pour n€N Ay, =By, on a alors
VneNA, c Ay

On peut donc appliquer le résultat admis

P

U An

neN

= lim P(Ap)
n—+00
c'est a dire
(CRIRERG

en passant au complémentaire

Si pour tout entier naturel n, By+1 < By alors P| (] Bn|= lim P(Bp)
neN n—+00

®

(b) Soit (C) nen est une suite d’événements d'un espace probabilisé (2,5, [P) montrer que

N
P Cyl= lim P C
(nDN n) N—+ (nrjo n)

et

N—+ n=0

N
neN
REPONSE:
Posons pour neN
Ap=Jk=0"Cy

alors
VneN  A,cAp

et
+o0 +00
U A= U Ck
n=0 n=0

En appliquant le théoréme admis
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neN N

Pour le deuxiéme point on pose pour neN

et on utilise la question 1a de cette partie.

2. (@) Donner py;(n, k; a) pour tout k > n.

REPONSE:

La population de cellules sauvages n'augmente au maximum que d'une cellule & chaque étape, et la popu-
lation a l'instant 1 est de 0 . Donc Sy, est toujours plus petit que n/

Pour tout k> n pm(n, ka) . ‘

®

(b) Lorsque a # 0, donner la loi du temps d’apparition de la premiere cellule mutante, ainsi que son
espérance.

REPONSE:

On reconnait une loi géométrique de paramétre « et d'espérance 1/a.
&

3. (a) Montrer que la suite (M) ;e @ une limite, finie ou infinie, que I'on notera Moo. On cherche a calculer
Pa Moo = +00).
REPONSE:

A chaque étape, soit une cellules sauvage se divise pouvant faire apparaftre une cellule mutante supplémen-
taire, ou bien une cellule mutante se divise faisant apparaitre a coup siir une cellule mutante supplémentaire.

La suite (Mpy) en €St croissante.
En appliquant le théoréme de la limite monotone :

La suite (Mp);eny @ une limite, finie ou infinie.

®

(b) Soient k, ng, p des entiers non nuls. Etablir I'égalité suivante :

no+p 1-— .
Po (M= kY€ {ng+1,.ng+ p+ 1My = k) = [] CoBU=K)

i:no !

16



REPONSE:

Il faut interpréter les notations

no+p+1
Pa(Mp=kVne{ng+1,...,n0+p+1} | My, :k):[P’a( N M=kl

n=ngp+1

My, = k)

On cherche a calculer la probabilité, sachant qu'a I'étape ng la population de cellules mutante est égale a k
, qu’elle n"augmente pas lors des p étapes suivantes. C'est a dire que durant les étapes ng+1, ..., ng+p+1
une cellule sauvage se divise et que cette cellule se divise en deux cellules sauvages.

On constate que pour tout entier n My +Sy = k car la population. initiale d'une cellule n'augmente exactement
d'une cellule a chaque étape.

On choisit 2 de faire une démonstration par récurrence en fixant ng et k.

Initialisation® Pour p =0, on calcule Pa(Mpy+1 = k| Mp, = k) Supposons que [My, = k] est réalisé, alors la
population est constituée de k cellules mutantes et ny—k cellules sauvages. La probabilité qu'une cellule
sauvage se divise et qu’elle ne donne naissance qu'a des cellules sauvages est

no—k x(l—a)
ng
donc
no—k 00 (1 - a)(i - k)
Po(Mpg+1 =k | Mpy =k) = x(1-—a)= H —
=Ny

Hérédité Soit p € N supposons avoir montré que

okt AP (1 _ q)(i - k
P“( ) [M”:k]‘M"o:k)I [] -

n=np+1 i=ny
Alors
no+p+2 no+p+1
[Fba( (| My =kl|Mp, = k) =[P>a( (| Mp=kl|N[Mpgtps2 =kl|My, = k)
n=np+1 n=np+1
no+p+1 no+p+1
= Pa( N M™M= k]] | My = k])Pa ([Mn0+p+z = k]‘[MnO =kin| ) My= k]])
n=np+1 n=np+1

en exercice montrer que P(ANB|C)=P(B|C)P(A|BnC)

n+tP 1 _ (i -k no+p+1
= H #Pa [Mn0+p+2 =kl [Mno =kIn ﬂ My, = kI
i=ng n=np+1
not+p 4 _ i _
= H a a).(l k)| no+p+l-k 1-a) voir ci dessous
iZmg I np+p+1

no+p+1 I-a)i-k
[N —

i:no l

. no+p+1
Si on suppose [IMy, = kIn [ﬂno:nOH
de cellules mutantes est restée constante égale a k et seule la population de cellules sauvages a augmenter
pour atteindre ng+p+1—k.

My = k]] réalisé alors entre les étapes ng et ng+ p+1 la population

Conclusion D’'aprés le principe de récurrence

2. On peut aussi utiliser le théoreme des probabilités composées ou faire une démonstration moins formelle.

17
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Pour tout k, ng, p des entiers non nuls on a montré que :

notp - i —
Po(Mp=kVne{ng+1,..,ng+p+1}[Mp, = k)= [] a-oi-k

i:no i

(c) Soit (an) zen une suite de nombres réels appartenant a 'intervalle ]0; 1[. Montrer que la suite HZ:O a
est convergente, et que sa limite est nulle si et seulement si la série de terme général In (a;,) diverge.

REPONSE:

On pose pour neN

n
'n= H ak
k=0
On constate que
VneN, Tn+l=0an+1"n
donc comme pour n€N, a4 €10; 1]
VneNlN, 0<rp+1<Tn
La suite (rp)en est décroissante et minorée par 0.
n
La suite | [] ax est convergente.
k=0  /neN
La limite de (rp)nen appartient a [0; 1].
n
VneN In(ry) = In(ap)
k=0

Tous les In sont bien définis et négatifs, la série ZZ:O In(ay) converge ou tend vers —co
lim r,=0< lim In(ry) =-o00
n—+00 n-+oo

n
< la série Z In(ay) diverge vers —oo
k=0

n
< la série ) In(ay) diverge

k=0
n
La limite de | [ ax est nulle si et seulement si la série de terme général In(ay,) diverge.
k=0 neN
*®
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(d) i. Montrer que pour tout k > 1, méme si a =0,

Pa(Mp=kVn>ng+1|Mp, =k)=0

REPONSE:
On sait que
Vxe€]-1; +oo[ Inl+x)<x
1- j — 1
VkeN, ln(LiUk)):ln(l—a)Hn 1—§)<—k;<0
donc en fixant ng,
no+p 1— '_k n0+p1
VpeN, Z % <-k 7
i=ngp k:n()

Donc comme la série harmonique diverge vers +oo

no+p _ i —
lim Z ln(—(1 a).(l k)):_
i

—+00 .
p I=ng

En utilisant (en I'adaptant légérement) le résultat de la question précédente

P A-a)i-k) _

p—+oo

0

En utilisant le résultat de la question IV 1 avec la probabilité Pa(e| My, = k)

+00 no+p+1
[Fba( N M=kl Mn0=k)= lim [P’a( N [ank]‘Mn(J:k):O
n=ng+1 p—+oo n=ng+1

‘[P’a(ank,Vn>n0+1|Mn0=k)=0‘

&®

ii. En déduire que Py (Moo = k) =0 pour tout k > 1.
REPONSE:

On peut démontrer en utilisant la définition de la limite d'une suite
Si une suite (un)en A valeurs entiéres converge vers |'entier k, alors il existe un rang ng tel que pour tout
entier p, on a upy+p =k, c'est a dire que la suite est stationnaire.
Supposons que lim;— 100 My, = k alors la suite M), est stationnaire égale & k a partir d'un certain rang

PaMoo=k)= Y. P(Mpy=kPa(My=k Yn=nglMp, =5k

noeN*

D'aprés la question précédente tous les termes de cette somme sont nuls

‘Pour tout ke N¥, Po Moo =k)=0
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(e) Donner la valeur de Py (Mo, = +00 ou 0), et en déduire, selon la valeur de a, celles de Py (Mo = 0) et
de Py Moo = +00).
REPONSE:

Comme My (Q2) =NN+oo

+00
Y PaMoo=k) =1
k=0

et en utilisant la réponse précédente

Pa([Moo =0) +Pg([Meo = +00) = 1

Pg (Moo = +00 ou 0) =1

Si =0, il n’y a aucune mutation et la population initiale de mutantes est nulle.

Sia=0, P(Mioo=0)=1, P(Mioo = +00) = 0.

Supposons a €]0; 1]. On sait que le temps d’apparition de la premiére mutation suit une loi géométrique , il
est presque certain qu’une mutation apparaissent

Pa([) Mp=0)=0
n=0

Sia=#0, P(M100=0) =0, P(M400 = +00) = 1.

&®

Cinquieme partie : loi du nombre de cellules mutantes

Le but de cette partie est d’établir explicitement la loi de M, puis d’obtenir son comportement asymptotique
lorsque la probabilité de mutation est faible, de 'ordre de 1/n. On rappelle avoir défini ps(n, k; @) = P (Sp = k)
et pm(n, k;a) =Pg My = k).

1. Montrer la relation de récurrence suivante pour tous entiers naturels k et n :

k k+1
ps(n+1,k+1a)= Zﬁps(n, ka)+|1- %ﬁ) ps(n, k+1;a).

REPONSE:
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Soit n et k fixés.

ps(n+1,k+1;a) =Pg(Spe1 = k+1)

+00

=Y Pa(Sp+1=k+1[Sy=)Pe(Sn=1) proba totales avec S.C.E. ([Sy = il)jen®
i=1
k+1

= Z Po(Sp+1=k+1|Sy =i)Pa(Sy =1) La population mutante reste stable ou augmente de 1

i=k
=Pa(Sn+1=k+1|Sp =k)Pe(Sn=k) +Pe(Sp+1 =k+11S =k+1)Pe(Sp=k+1)
=Pe(Sp+1=k+1|Sy = k)Ps(n, k;a) + Py (Sp+1 = k+11Sp =k+1DPs(n, k+1;a)

Or . .
Pa(Sns1 = k+11Sp=k) = L « - =X
n N—— n
Mg .. en deux C sauvages
une C sauvage se divise
et
n—(k+1) k+1
Pa(Sn+1=k+1|Sy =k+1) = _ x1+ _ X a
n n N~~~
v . ~— . et donne une C mutante
une C mutante se divise ou une C sauvage se divise

k k+1
Pour tous entiers naturels k et n : ps(n+1,k+1;a) = zﬁps(n, ka)+ (1 - %ﬁ) ps(n k+1;a).

2. Montrer que pour tous entiers naturels k et n,

| S A =L
ps(nyk;ll)=ml;(—l) (l._l)jljl(]_lﬁ)

REPONSE:

On va démontrer par récurrence sur neN*

by YkeN (k) = — i(—l)i‘l k-1 n]:[l('—'ﬁ)
n - ps(n, k; _(n—l)lizl i1 j=1] l

Initialisation n=1
D’apreés I'énoncé, le nombre de cellules sauvage entre les instants 0 et 1 est 1

1 sik=1
ps(Lk:a)=
0 sinon

D’un autre coté pour keN*

21
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L= N |
Y it [TG-iBH==Y it introduction produit sur un ensemble vide
Tt i-1) 5 14 i-1
k=l k-1
=y (—1)"( ) chg d'indice
=0 ¢
=(1-pk! formule du bindme
)1 sik—-1=0
0 sinon

Donc #, est bien vérifiée. Si k=0 le symbole Y- porte sur un ensemble vide, donc vaut 0 et la formule
est vraie

Hérédité Soit neN*, supposons /7, vérifiée i.e.

VkeN (k) = — i(—l)i‘l ol rﬁ('—'ﬁ)
ps(n, k;a _(n_l)!izl io1 j:lj i

Si k=0 le symbole ¥ porte sur un ensemble vide, donc vaut 0 et comme le nombre de cellules sauvage
ne fait qu'augmenter p(n+1,0;a) =0
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Soit ke N*

ps(n+1l,k;a) = %ﬁps(n,k—l;a)+(l— Eﬁ) ps(n, k;a) question précédente

k-1, 1 i i

R 1),2(—> H(J—lﬁ)+ 1——/3)( _1),2(—) H(]—lﬁ) Fbn

:; Eﬁi(_l)i_l H(]_lﬁ)"' 1_—,3)2( 1)1 1 H(]_lﬁ)
n-D'| n "3 i— i—
1 k-1 i1 ) k

= (k-1 Y (-1)* i ]_[(]—1,6)+ n-kp) Z( i~ ]_[(]—lﬁ)
: i=1 j=1

k .

L (k—l)ﬁZ(—l)l_l . H(]—lﬁ)+ n-kp) Z( pi-t -1 H(]—lﬁ) terme rajouté nul
n! i=1 i=1) ;= i=1 i-1)j=

—lf o gk | Y T 4 (k)| 'ﬁl('_'p)

T A i1\ i-1)] i 1=t
1 & ; k-1

:ﬁz (-1)it ,Bi( ; ) (n- kﬁ( ) —lﬁ)] petite formule
ti=1

1 ¢ i | (k=1 k-1 k-1

g Wl
1 & ; k-1

==Y |0 n| +ﬁ(( ) ( )) (]—iﬁ)] petite formule
n! 3 i—-1

LS ot a1 Tu- formute [ =¥+ *7!

_n!iZI n i1 Bl- 3! ip) ormule A7 il

_li (_l)i—l( _’B) k-1 l:[(—ﬁ)

T A P ) AT

—ii pi-t[F! H( ~ip)

_n!i:1 i-1 J=ip

Conclusion D’apreés le principe de récurrence

3. Montrer également que pour tous entiers 1 < k < n,

(nki1/2) = n+k-1 (1)’”’6*1
Pm y by - k 2

REPONSE:

On montre comme en V.1

1 k-1 1 k 1
VneN* VkeN* L,k=)=—— k=1-)+ — N e
ne € pmn+ 2) - pmn 2)+ anm(n 2)

Puis on pose pour tout entier neN*

k-1 n+k-1
Yy Vke[o, n], pm(n,k;1/2):(n+k )(5)
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Initialisation Pour n =1, la cellule sauvage initiale se divise a coup siir, et la probabilité de donner une cellule
mutante est de 1/2, donc

1
Pm(1,1;1/2)=z

1+1-1 (1 R |
1 2 2

et

et en passant au complémentaire

pm(1,0;1/2) =
1+0-1 (1)“0—
0 2

Si k=0 alors la probabilité qu'il n'y ait aucune cellule mutante aprés n+1 divisions est égale a

1
2

1
2

Hérédité Soit ne N supposons ¥, réalisé

Conclusion D’'aprés le principe de récurrence

Remarque : Il est peut &tre possible de trouver une démonstration en partant de Py, (n, k, @) =Py (n,n—k,a)
et en utilisant le résultat de la question précédente ?

®

4. A partir de maintenant, pour tout k € N et tout x € [-1; 1], on définit

+00
yra) = Y psinka)x"!

n=1
(a) Montrer que y est bien définie.

REPONSE:

On a pour k et a fixés

+00
Y psinka)=1

n=1
donc de la méme fagon que 1.1
+00
Vxe[-1;1] Z ps(n, k; a)x”_lconverge absolument
n=1

‘yk est bien définie sur (au moins) [-1; 1]. ‘

®

(b) Etablir I'égalité suivante en utilisant la question 2 et sans justifier les interversions de sommes :

Yrelxa) =c —x)0 (1-a —x)n)k_1 xe[-1;1]

ol ¢,d, et ) sont des nombres réels positifs a déterminer.
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REPONSE:

Soient ke N et x€[-1;1] fixés.

+00 1
yYra) =) psinka)x""

n=1
1k (k1)
— (-1 i-1 P n-1 tion 2
Z ((n DA ) (l._l)jl;[l(] lﬁ))x question
k i [k-1)t 1 =l 1 L L
=) |- i1 > D [TG-ipx" inversion Y_ et factorisations
i=1 ) n=1 J
k 1 k-1 400 1 o ,
=Y (-1 i1 i [TG-ipx" chg indice n' =n-1
i=1 —azom j=5
k i [k-1)% 1
— _1yi-1 - _ _
_lzzl -1 (i_l)n p _lﬁ]'[(] 1+1-if)x"
k X -1\t n—1
=Y |t Z H (j+1-iB)x"| chg indice j'=j-1
i=1 i=1fp=on
k (e
=) (—l)l_l(l. 1)(l y~1+ip troisiéme série de I1.5.b
i=1 -
X i-1|k- B!
=1-071Y |- ((1—x) )
i=1 i-1
=a- )‘lkf ST L (a- )ﬁ)i+1 hg indicei’ = i — 1
B . = i1l g X chg indicei’ =i
k-1 _ ;
=(1-xp! > (k ; 1)(—(1—x)ﬁ)l
i=0 l
k_
=1-9""P[1-a-»f| ' formule du binome

k-1
Pour keN et x€ [-1;1], (@) = (1—x)~ 1= [1—(1—x)ﬁ]

Remarque : comme €]0;1[, § =1—f est strictement positif.
*

5. Montrer que pour tout k € N,

+00
xl_kyk(x;a)z Z pm(n+k, na)x"” xel[-1;1].
n=0

REPONSE:
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Soit xe€ [-1;1]

+00 +00
Y pmin+k,ma)x =Y ps(n+kka)x” a l'instant n+ la population est de n+k
n=0 n=0
+00
=y ps(n, k;a)x K chg d'indice n' =n+k
n=k
+00o
= Z ps(n, k; oc)x”_k si n<k alors ps(n, k) =0
n=1
+o0o
=x'7FY ps(n, k)" !
n=1
— xl_kyk(x)

+00
Pour tout xe[-1;1]; xl_kyk(x;a) = Z pmn+k, na)x"
n=0

6. (a) Pour tout x €]0; 1[, établir la limite suivante :

1- e(l—e) In(1-x) —x
lime 'ln (— =——In(1-x)
e—0 X X
REPONSE:
On pose pour x€]0; 1] fixé
@ : ]-oo;1[ — R
1 e-0In(-2)
t . m(eTJ

Cette fonction est dérivable comme composée définie de fonctions dérivables

In(l — x)e(1-0In(1-»)
Vie]—oo; 1] @' =

1— (1-0In(1-x)

Notamment ¢'(0) = w,or

1— e(l—s)ln(l—x) )

! T -1 _ —1i -1
<,0(0)—glg%e (p(e) — p(0)) 513%6 ln( P

=——In(1-x)
X

1- e(l—s)ln(l—x) 1—x
X

Pour tout x€]0; 1], lin})e_lln(
E—>

&®
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(b) En déduire que pour tout x €]0; 1],

1-
nlilllwxl_"yn(x;a/n) =(1- x)“Tx

REPONSE:
En utilisant la question 4 b de cette partie, pour x €]0; 1[ fixé et pour neN

-1
Ya(xain) =1 -x"C [1-q-n|"

donc
" 1-(1- 1-a/n n-1
xl_nYn(JC:a/n) =(1-x)"" In) —( xX)
_(alw 1-(1-x)t=n . "
=(1-x) exp|(n—1In f argument du In strict positif (x(—:]O; 1)
_ _(1_+\1-a/n
=(Q _x)—(a/n) exp (al’l_]. X Eln(%))
n a b
. [1-a-x0tE
=exp(—eln(l—x))|exp|a(l—g)e™ " In - en posant e =a/n

Comme lim &€=0, on peut utiliser la question précédente
n—-+o0o

1-x
. 1-n . _ _ L
nLHPoox Yn(x;a/n) = exp(0) exp (a—x In(1 x)) continuité exp

1-x
=(1-x%%

1-n

1-x
Pour tout x€]0;1[, lim x }fn(x;a/n)=(l—x)“7
n—+oo

®

7. Expliquer pourquoi la distribution (py,) nen dite de Luria-Delbriick de la troisieme partie fournit un can-
didat pour la limite pj de Py, (M = k), et donner le ou les principaux obstacles a une démonstration
mathématique rigoureuse.

REPONSE:

D'aprés la question 5 de cette partie, pour tout xe[-1;1];
+o00
xlfnyk(x;a/n) = Z pmk+n, K aln)xk

k=0

donc

+00
Ty ain) = Y Payy (Myyg = k) x*
k=0

Si on peut justifier le passage a la limite n — +oo
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+00
. 1— . k
l_lg_loox nYk(x; aln) = Z nl_l)TOOP“/rz(MnJrk =k)x

" k=0
puis la simplification
lim xl_”yk(x;a/n)zfo lim P, (My, = k)x*
n—-+oo St "

et finalement si on peut justifier |'utilisation du principe d'identification, alors que nous avons démontré une
égalité sur ]0; 1[ et non |-6; &[, en utilisant le résultat de la troisiéme partie, on aurait démontré ce que l'on
veut.

®
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