CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE N© 1

Probléme 1

Partie A : Etude d’une fonction d’une variable

1. On sait que lim In(z) = —oc et, comme a > 0, lim 2°* = 0. Par somme, | lim ¢p(z) = —oc.
z—0 r—0 z—0

1
De plus, pour tout x > 0, p(z) = 2 < n(z) _ a>.

x?a
. . . ) . In(x) . 2%
D’aprés la régle des croissances comparées, lim 5o — @ = —a. Et, comme a >0, lim 2" = +o0.
z—+oo ¢ T—+00
Donc lim ) = —oQ.
m49+a3¢( )

2. La fonction ¢ est dérivable sur R™* par somme de fonction usuelles dérivables. Pour tout = > 0 :

_ 1 — 2a%z2@
a2p20-1 — )

1
/

=—-2

14 Cr) X x

¢'(2) est donc du signe de 1 — 2a%2** (car x > 0) donc nous avons le tableau suivant :

T 0 To +00
¢'(x) + 0 -
¢(wo)
—00 —00
1 1 In(2a?) + 1
avec p(zg) = —%1n(2a2) 5, = —%.

3. Sia< \/Z, 1+ 1n(2a%) < 0 donc @(xg) > 0.
La fonction ¢ est continue et strictement croissante sur ]0; zo] donc, d’aprés le théoréme de bijection monotone, ¢
réalise une bijection de ]0; zo] sur | — oo; p(xo)].
Or 0 €] — 00; ¢(x0)] (car p(xo) > 0) donc 0 admet un unique antécédent par ¢ dans |0; zg] ce qui signifie que I’équation
©(x) = 0 admet une unique solution sur |0; 2] que nous noterons z;.
De méme on montre que 1’équation ¢(x) = 0 admet une unique solution sur |xg; +0o[ que l'on note zs.
Or ¢(xg) # 0 donc 21 # xo.

‘En conclusion, I’équation ¢(z) = 0 admet bien uniquement 2 solutions qui vérifient z1 < z¢ < 22. ‘

1
Sia> 4/ %0 ©(x0) < 0 donc Va > 0, p(z) < 0 et donc ‘ léquation ¢(z) = 0 n’admet pas de solutions. ‘
e

1
Sia=4/ %0 w(xo) = 0 et pour x # xo, p(z) < 0 donc ‘ l’équation ¢(z) = 0 admet une unique solution, le réel xy.
e

Partie B : Une fonction de deux variables

4. La fonction t + In(t) est de classe C sur R™ et la fonction (z,y) +— (xy)® est de classe C? sur U.

Donc, par produit et somme, ‘la fonction f est de classe C2 sur U. ‘

5. Pour tout (z,y) € U :

__ln(y) __axa—l a af

vt 5wy = )

maya—l.
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6. Par définition de la notion de point critique on a :
1
Il(y) axa—lya =0

(x,y) est un point critique de f < & ln%x)
Y

x
In(z) —In(y) =0 Ly < yLy —xL; (car y #0)

7. a) f est une fonction de classe C' sur le pavé ouvert U donc, d’aprés notre cours, on sait que les seuls points oi f
est susceptible d’admettre un extremum sont les points critiques.

/1
D’aprés la question précédente et la question 3., dans le cas ol a < %0’ f admet exactement deux points
e

critiques : (z1,21) et (22, 22).
En conclusion les seuls points o f est susceptible d’admettre un extremum sont (z1,21) et (22, 22).

/1
b) Sia > 28’ f n’admet pas de point critique donc n’admet pas d’extremum.
e

/1
Sia= %8’ f admet un unique point critique (zg, ), c’est le seul point ot f est susceptible d’admettre un
e

extremum.

Partie C : Extremum locaux de f

8. f étant de classe C? sur le pavé ouvert U, d’aprés le théoréme de Schwarz, les dérivées "croisées" sont égales. Pour tout

(x,y) e U :
0% f In(y) a9 a 0 f In(z) o a
@(:Ly):* ) 7@((171)I 2y ) 67y2(1‘7y):7 y2 7(1(&71)1’ Yy 23
o*f *f L o a1
9. D’aprés la définition de 21 on a p(z1) = 0 donc In(z1) = azi®. Ainsi, d’aprés la question précédente :
0% f az?? ae az?® +ala — 1)23° e
@(21721):* z% —ala—1)2{"7% = - 22 = —azt?
2
Par symétrie des roles de x et y, on a immédiatement W(Zh z1) = —az%a_Q.
Y
*f 1 .
Et enfin, m(zl,zl) = Z- a’z}e 2,

On obtient donc :

0% f 0% f 9% f ? a2 (1 a2\’
T O R C Rl

10. f étant une fonction de classe C? sur un pavé ouvert, on peut utiliser le résultat admis.
On sait que z; €]0; o[ et que ¢ est strictement croissante sur ]0; zg|.
9% f 0% f i ?
Donc ¢'(z1) > 0 et 23 > 0, ainsi —= (21, 21)=—5 (21, 21) — | =—= (21,2 < 0.
¢'(21) 1 ) axQ( L 1)8y2( 1,21) 8m8y( 1,21)

Donc f n’admet pas d’extremum local en (z1, 21).
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11. 2 et z9 vérifient la méme relation ¢(z;) = 0. On a donc

2 2 2 /
(22,22)%(22,22) — <6(1('9fy(22722)) = _¢i§2)

0*f

0a?

Par le méme raisonnement que dans la question précédente, on peut justifier que ¢’(z2) < 0 (p est strictement
/
z
décroissante sur ]zo; +-00[) et z5 > 0. Donc .. (32) >0
%2
Donc, d’aprés le résultat admis, f admet un extremum local en (23, 22).
2
2a—2

De plus, W(ZQ, 29) = —azy <0, cara>0et 20 >0, donc f admet en (23, 2z9) un maximum local.
x

Probléme 2

Partie I. Fonction de production CES (Constant Elasticity of Substitution).
1. a) Soit (z,y) € D, on a

2zy
xr+y

Pour (z,y) € D, f(z,y) =

Comme pour (z,y) € D, = +y > 0 la fonction f est de classe C* sur [ comme quotient de fonctions de classe C?
dont le dénominateur est non nul.

f est de classe C? sur D. ‘

Soit (x,y) € D

of oyl ty) —wy x 1
ox (z,4) =2 (v +y)?
_
 (z+y)?
of z(z+y) —zyx1
— =2
dy (7,y) (z +y)?
o
 (z+y)?
of .2 o of, o 2%
Pour () €D, gl =GigE ot 3@V Gayp

b) La fonction w est de classe C* sur R*. comme quotient défini de fonctions de classe C* donc w’ est de classe C*. U
est de classe C? comme somme et produit de fonction de classe C?.
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Soit t € R

U(t) = w(t) — tw'(t)
2t 2(1+1t) — 2t

La limite en 0 n’est pas une forme indéterminée

En dérivant, pour ¢t € R’}

1+t (1+1)?2
2, 2
1+t (141t)2

2t 1
= (1 - ——
1+t 1+t

2(1+t)2

. Pour calculer la limite en +oco, on écrit pour ¢t € R

lim U(t) =2

1)2 t—+oo

2t(1+1)2 =2 x 2(1 + 1)

U'(t) =
®) (1+1¢)4
B 22t(1 +t)((1+1¢)—1t)
B (1+1t)4
t
=4
(1+1)3
Cette quantité est strictement positive sur R .
T 0 +00
U'(x) +
2
U /
0
¢) Soit (z,y) € D
2zy
T,y) =
flay) = "
2z
241
Y
2zy
z41
= yw(z)

‘Pour (z,y) € D, f(z,y) = yw(z). ‘

d) Soit (z,y) € D

car y # 0

*
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2y

— 5 car y # 0

=w'(2) calcul de w’ dans la question précédente

et

donc

pour tout (x,y) € D, o ——(z,y) =w'(2) et 8—(Jc,y) =U(z).

2. a) Soit (z,y) € D et un réel X > 0,

fOz, Ay) = (c(\x (1- c)()\y)e)é définition de CES
(C)\e (1- c))\eye)%
= [/\9 (cxe +(1- c)yo)]% factorisation

’Pour tout (z,y) € D et pour tout réel A > 0, on a : f(A\zx, \y) = Af(z,y). ‘

b) On étudie des fonctions puissances sur R, par opérations la fonction est de classe c?
Soit (z,y) € D

-1

1
gii (z,y) = % (c@xe_l) [cx‘g +(1- c)ye} 0
1-90

=cz? e + (1 —c)yf] #
et

1
Lo =5 (-0p ) e’ + - 0n)0

1-96

=(1—c)py! [cxe +(1- c)ye] 0
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1-4 1-4
Pour (z,y) € D, g—i(m,y) =caf! [cxa +(1- c)ye} 0 et g—i(m,y) =(1—c)yf ! [cxe +(1- c)yo] 0

c¢) Fixons y réel strictement positifs. On sait d’aprés I’énoncé que ¢ et 1 — ¢ sont positifs, donc pour tout réel z

positifs, par produit somme et puissances de nombre positifs, —f(a:, y) est positif.

Oz
On pose pour = € R
of 1-6
n(@) = 5 -(@y) = e’ ! ea’ + (1= c)y’] 0
Aprés calcul on obtient
* K| 7 0 *
Vr e R} n(x)=clc+— avec K = (1 —c)y” e R
x

On rappelle ' que la composée de deux fonction de monotonies opposées est une fonction décroissante et que sur
R’ la monotonie de x — x dépend du signe de a.

1-6 K
— Si 0 > 0 alors comme par définition 6 < 1, 5 > 0 et donc z — ¢+ —; est décroissante sur R% a valeurs
x

1-0 o

strictement positives et u+— u~ @  est croissante sur Ri. Par composition z [c +— est décroissante
T

sur R de méme pour 7).
) 1-46 K ) . . ) . a-0
— Sif < 0 alors, 5 < 0 et donc z — ¢+ —5 est croissante sur R} & valeurs strictement positives et u — u ™7
x

2]
est décroissante sur R’} . Par composition z [c + 9} est décroissante sur R’ de méme pour 7.
x

0
Pour tout y € R}, z — —f(ac, y) est décroissante & valeurs positives sur R

ox

Les roles de x et y étant trés semblables dans les dérivées partielles par rapport a x et y, on montre de méme que

0 . .
Pour tout z € R* | y —f(a:, y) est décroissante a valeurs positives sur R .

ox

3. a) D’apreés la question précédente on peut calculer cette quantité .
Soit (x,y) € D

of
%(Iv y)
@(Iv y)
1-6
0=1 (e 4 (1 — &)1 6
- [CI +( )y } question 2b
1-46
(1 =)y’ ea? + (1 —c)y?] ¢
cxf1 . . .
= W simplification
‘ NG
= (5)
=9(2)

’Pour (x,y) € D, G(z,y) = g(z)‘

1. vous devez savoir le démontrer
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b) g est dérivable sur son ensemble de définition.
Soit un réel t > 0,

c t71+9
1—c¢

1f><(1—9)1

€ p—146-1

— C
c t71+9
1—c¢

C
14 6)—— 140

Donc

1
Pour t € RY, s(t) = =g’ I’élasticité de substitution est constante.

4. Soit (z,y) € D, on a :
x
flz,y)=f (yy>
Yy
T
=f ()\, )\) en posant A =y
Y

=\f (x’ 1> question 2a
Y

= yw(2)

‘pour tout (z,y) € D,ona: f(x,y) = yw(z)‘

Partie II. Caractérisation des fonctions de production a élasticité de substitution constante.

Dans toute cette partie, on note ¥ une fonction définie et de classe C? sur D, a valeurs dans R? , vérifiant la condition
U(1,1) =1 et pour tout réel A > 0, la relation : U(Az, A\y) = A\¥(z,y).

De plus, on suppose que pour tout y > 0 fixé, la fonction x — 8—(;3, y) est strictement positive et strictement décroissante
x
v
et que pour tout x > 0 fixé, la fonction y — a—(az, y) est également strictement positive et strictement décroissante.
Y

5. Soit v la fonction définie sur R par : Vt > 0, v(t) = ¥(¢,1).

a) D’aprés le théoréme sur la composée de fonction (¢f cours) la fonction ¢ — W(t,1) est C* sur R*. pour ¢t € RY,

ov ov

ov
- %(tal)

D’aprés I’énoncé cette quantité est strictement positive.

La fonction v est de classe C2, strictement croissante RY.

ov
(t,1). Or d’apreés I’énoncé, pour tout y > 0 fixé, z — ——(z,y) est strictement décroissante.

b) On avu que v'(t) 3
T

_ov
T Oz
Donc

v’ est strictement décroissante sur Ri.
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Comme en plus on vient de démontrer que v est deux fois dérivable, on en déduit

v” est négative sur RY . ‘

¢) Comme v' est une fonction décroissante a valeur positives sur RY, par produit ¢ ~— tv'(t) est une fonction
décroissante a valeur positives sur R* et donc t — —tv(t) est est une fonction croissante a valeur positives sur
R’ . Comme de plus ¢ — v(t) est une fonction croissante sur R par somme

¢ est une fonction croissante sur RY .

Comme lim p(z) = p
z—0t

Vo e R p(r) = p.
Comme de plus p > 0

@ est a valeurs strictement positives. ‘

De plus on vu dans 5a que v’ est & valeurs positives donc
vVt € R} o(t) < v(t)
Donc comme v est croissante

vielo, 1] o) <v(l)=T(1,1)=1

On a donc démontré que

vt € [0, 1] pt) <1

en passant a la limite
p<1

d) On a déja fait le méme raisonnement, il faut utiliser la propriété (homogénéité)
"pour tout réel A > 0, la relation : ¥(Az, \y) = AV(z,y). "

6. a) La fonction h est bien définie car ¢ est strictement positive.

Soit (x,y) € D
x
V(z,y) =yv ()
(z,y) "
En dérivant par rapport a la variable x

ov L, (xz\
e =yx o (2] =o'

En dérivant par rapport a la deuxiéme variable

%(xvy) — v (;) —yx %v’ (x) =v(z) — 20'(2) = p(2)

) Y
ov
87(9573/)
Pour tout (z,y) € D, on a : 8\5161 = h(z).
Fy(imy)

b) On sait que v’ est & valeurs strictement positives (5a) et ¢ est a valeurs strictement positives (5b) donc

h est & valeurs strictement positives
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De plus comme v’ est décroissante & valeurs positives et ¢ est croissante & valeurs positives, alors par quotient h
est décroissante et donc h' est & valeurs négatives.

‘a est & valeurs strictement positives.

7. Les fonctions o et h sont celles qui ont été définies dans la question 6. On suppose que la fonction o est constante sur

Ri ; on note o( cette constante et on suppose o0p # 1. On pose : r =1 — —.

0o
a) On a supposé que o était constante
* ! 1 !
vt € R h(t) = —th/(t)og = T R (t)
—r
Comme h est dérivable sur R’ £ l'est aussi par produit.
Soit t >0
)= (1 =7t "h(t) +t'"th'(t)
1
—(1- r)tfrlih’(t) +t7 TR/ (t) calcul précédent
—-r

=0

Donc comme R* est un intervalle £ est une fonction constante égale par exemple a £(1) = h(1)1'™" = h(1)

Pour tout t € R*, h(t) = h(1)t" "

1—r

Remarque On pouvait démontrer que h vérifie 'équation différentielle h'(t) = — h(t) et résoudre cette
équation.

b) On pose pour t € R’

Cette fonction est dérivable sur R, et

oy TV () (w(8)" (L4 A(L)
m'(t) = _
(1 + h(t)t)

o1 V()1 + R —v(t)h(1)t7 L
(14 h(t)t)?

r—1 V(1) + RQOE (8 () — v(t)
(1+h(t)t)?

(ot V) = R (D)

=r(v(t)) NI

=r(v(t)" v'(t) = h(t)e(t)

=7 (v(t)) L+ A

=r (@) ! M

) (1+ h(t)t)?

t7) — (v(t))" rh(1)tr—1

résultat précédent

définition en 6a
=0

La fonction m est donc constante sur I'intervalle R* et donc pour tout ¢ € R,

v(1)"
t) = N= —~2
mlt) =ml) = 755
(1,1
= 1_,{;;(1)) définition de v en ba
1
= Th(l) hypotheéses sur ¥ en début de partie II
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Donc par définition de m

O
1+ h()t" 1+ h(1)
puis
. LA
(v(t)) = Trn()

et comme les quantités sont positives

1+hA()t"\"
Pour tout réel strictement positif ¢, v(t) = (1_:_}5(;))

Remarque En partant de 5c¢ et 6a on pouvait aussi montrer que v vérifie 'équation différentielle v’ ()

1
mv(t) puis résoudre cette équation.
¢) Soit (z,y) € D.

U(z,y) = yo (Z”) Se

T
14 h(1) x)
=y ?h(li;/ question précédente

1+ h(1)

d) Quelle conclusion peut-on tirer des résultats des questions b) et ¢)?
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