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BCPST Spé

Réponses

(a) Résolvons tout d’abord le systéme AX = 0.

AX=0e { _x -z =0

=-z
< =-z
=0
X
Donc on a en fait F4 = x |/x€R p=Vect(U)
-X

F4 est le sous-espace engendré par (U) donc ’ F4 un espace vectoriel.

La famille (U) est génératrice de F4 et de plus cette famille est libre car constituée d'un seul
vecteur non nul. ’ La famille (U) est une base de Fg4. ‘
(b) Résolvons tout d’abord le systeme AX = X.

-x -y - z =0

AX=Xo1{ _x = z =0 ©x+y+z=0

x + y + z =0
0
1

X
Donconaen fait E4 = y |[/xeR —Vect[(o
-1 \—1

_x_y

donc| E4 un espace vectoriel.
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(d)

(e)

1 0

Lafamille || o [,| 1 || estune famille génératrice de E, et cette famille est libre car formée
-1 -1
de deux vecteurs visiblement non proportionnels.
1 0
Lafamille [[ o [,| 1 || estunebasede E4.
-1 -1

¢ On remarque tout d’abord que V et W satisfont bien AV = V et AW = W, donc la famille
(V, W) est une famille de vecteurs de E 4.

 De plus, d’apres la question précédente E,4 est de dimension 2 et la famille (V, W) contient
2 vecteurs. Il suffit de montrer que cette famille est libre pour conclure que c’est une base de
Ea.

On cherche tous les réels a et b tels que

-a+2b=0
aV+bW=0e< _,-p=0 <a=b=0

2a-b=0

La famille (V, W) est une famille libre de deux vecteurs de E4 qui est de dimension 2.

(V,W) est donc une base de E4.
i.

xU+yV+zW=0= xAU + yAV+zAW = A0 yV+zW =0

car AU =0, AV =V et AW = W. (attention la premiere étape est une implication et non
une équivalence car la matrice A nest pas inversible.)

ii. Reprenons le calcul. Comme on a montré que la famille (V, W) est libre, on a yV + zW =
0eoy=z=0.
Donc xU+yV+zW=0=y=2=0etxU=0.0r U #0donc x=0.
Par conséquenton a: xU + yV +zW =0 = x = y = z=0. Limplication réciproque est
évidemment vraie.
La famille (U, V, W) est donc une famille libre et Card (U, V,W) = 3 = Dim (43 ([R)).

(U, V,W) est donc une base de ./ 1 (R).

X a
¢ Onpose X = y ez 1R etY=|pl|leds[R).

z c
On a alors



X—y+2z=a
PX=Y®{ x—y-z=b

-X+2y—-z=c
X—y+2z=a
<y 3z=b-a Ly —Li—L
ytz=a+c Ly —Li+Ls
xX—y+2z=a

©q y+z=a+c Ly~ L3

3z=b-a
Le systéme est de rang 3 donc P est bien inversible. Continuons la résolution pour déterminer
Pl
x=a+y-2z x=a+b+c
PX=Y < y=a+c—%b+%a <y y= %a+%b+c

—1lp_1 —_1l .1
z=3b 30 z= 3a+3b

1 1 1
Donc| P estinversibleet P"' =|2/3 1/3 1]

1/3 -1/3 0

0 -1 2 0 -1 -1
eDeplusPD=|g _1 —1|donc|PDP'=|_; (o _1[=A

0o 2 -1 1 1 2

Onadonc A2=PDP 'pDP l=pp2p1=ppp~1=A.

2. (a) Remarque: On ne peut pas ici mettre E 4 et F5 sous forme d’espace engendré car on ne connait
pas la matrice A. Il faut donc montrer que ce sont des sous-espaces vectoriels de ;1 (R) en
revenant a la définition.

» E5 et F4 sont deux sous-ensembles de .4, 1 (R).
eOnaA0=0donc0O€Eset0€e Fyu.

Ainsi E4 et F4 ne sont pas vides.

e Soient X et Y deux vecteurs de E4 et a et b deux réels.

Ona A(aX+bY)=aAX+bAY =aX+bY car AX=XetAY =Y.
DoncaX +bY e Ey

E 4 estun sous-espace vectoriel de .41 (R), donc| E4 un espace vectoriel.




¢ Soient X et Y deux vecteurs de Fy4 et a et b deux réels.
OnaA(aX+bY)=aAX+bAY =a0+b0=0car AX =0et AY =0.

Donc aX + bY € Fy

F4 est un sous-espace vectoriel de .4, 1 (R), donc‘ F4 un espace vectoriel. ‘

(b) Supposonsque U=V +W.
En multipliant par A on obtient AU =AV+AW =V +0car Ve Eset We Fy.
Doncona|V =AU | Etcomme W=U-Vona| W=U-AU=(-AU.|
(c) e Pour montrer que AU € Ey, il faut montrer que A(AU) = AU.

Oron a A(AU) = A%2U = AU car A2 = A. Dons on a bien

« Pour montrer que (I — A)U € F, il faut montrer que A(I — A)U = 0.
Orona A(I-A)U = AU-A?U = AU- AU = 0 toujours car A> = A. Donc on abien
(d) Il'yadeux choses a montrer dans cette questions : 'existence et 'unicité.
e D’apres la question 2. c),sionpose V=AU et W =(I-A)U,onabien V+W=UetVeE,
et W e Fy.
e D’apres la question 2. b), siona U =V + W avec V € E4 et W € F, alors la seule possibilité
estV=AUetW=(I-AU.
Conclusion : Il existe un unique V € E4 (V = AU) et un unique W € F4 (W = (I - A)U) tels
queU=V+W.
(@) e Génératrice?
Soit U € .#y,1(R) quelconque. D’apres la question 2. d), il existe V € E4 et W € Fy4, uniques,
telsque U=V +W.
La famille (V1,--+, V) est une base de E,, donc il existe a1, -, a;, des réels uniques tels que
V=a1\1 +"'+dep.
De méme il existe by, -, by des réels uniques tels que W = by Wy +--- + by, Wy.
OnadoncU=aVi+--+apVy+ by Wi +---+ by, Wy.
La famille (V1,---, Vp, Wi, -+, W) est donc une famille génératrice de .4, 1 (R).
On cherche (ay,---,ap, b1, -+, by) des réels tels que : a1 V1 +---+apVy + byWy +---+ by W, =
0. En multipliant par A on obtient a1 Vi +---+ a,V, = 0 (car AW; = 0) et comme la famille
(V1,-++,Vp) estlibreonaa; =---=a, =0.
Donc by Wy + -+ + by Wy = 0 et comme la famille (W1, ---, W) estlibreona by =---= b, = 0.
La famille (V3,---, Vp, Wi, -+, W) est donc libre.

e |Lafamille (V1,---, V), Wy,---, Wy) est bien une base de .4, 1 (R).

(b) La famille précédente contient p + g vecteurs et c’est une base de .41 (R) qui est un espace
vectoriel de dimension 7.

Donc on a bien| Dim E4 + Dim F4 = n.




