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BCPST Spé

Réponses

Sujet 1 : Algebre et probabilités
1. from random import randint

def initialisation():
L=[1,1,1] #liste qui représente les trois boules qui prennent la valeur O
si elle sont dans l'urne 1 et 0 si elles sont dans l'urne B
#Pour 1l'instant, elles sont toutes dans A
a=randint (0, 3)

if a==2:

L[randint (0,2)]=0 #une des boule dans 1'urne B
elif a==1:

L=[0,0,0]

L[randint(0,2)]=1 #une boule dans 1l'urne A
elif a==0:

L=[0,0,0]
return L

def simulX(n):
L=initialisation()
for _ in range(n):
k=randint(0,2) # choix au hasard du numéro de la boule
if L[k]==0:
L[k]=1 # on change d'urne
else:
L[k]=0
return sum(L)
Si on ne cherche pas a modéliser la composition exacte des urnes mais que 1'on s’interresse uni-

quement au nombre de boules présentes dans I'urne A on obtient
import random as rd
def X(n):

nbA=rd.randint (0,3)
for i in range(n):



if rd.random()<nbA/3:
nbA-=
else:
nbA+=1
return nbA
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D’apres la formule des probabilités totales utilisée avec le systéme complet d’événement
([Xn =01, X, =11,[X, =2],[X, =3]),0ona:

. Up car Xj suit la loi uniforme sur [0;3].

P(X;41=0) = P(X;, = 0)Px,=0) (Xp+1 = 0) + P(X;; = 1) Px,=11 (Xpp1 = 0)
+ P(X;, = 2) Pix,=2(Xp+1 = 0) + P(X;, = 3) P(x,,=3 (X541 = 0)

1
=P(Xn=0)><0+P(Xn:1)><§+P(Xn=2)><0
+P(X,,=3)x0

On procede de méme pour P(X;+1 = 1), P(X;4+1 =2), et P(X;4+1 =3). On obtient alors :

P(X;4+1=0) 1/3P(X; =1)

PXp1 =D | _|PXn=0)+2/3P(Xy=2)| Unes = MU,
P(X;41=2) 2/3P(X,=1)+P(X,, =3)

P(X;+1=3) 1/3P(X;,, =2)

. Soient P et Q deux éléments de E et A un réel. On a alors :
1
OP+AQ)=X(P+1Q)+ 5(1 - XH(P+AQ)
1 1
= XP+2(1- XHP' +A|XQ+ ;- x»Q linéarité de la dérivation

=@(P)+1p(Q).

Lapplication ¢ est donc linéaire.
Comme on sait que ¢ est linéaire, pour vérifier que ¢ est une application de E dans E il suffit de
vérifier que les images de la base canonique de E sont bien dans E. On remarque alors que :

1 2
e =X, @X)=-+=X?
3 3

2 1
(p(XZ):§X+§X3, p(X3 = X2

Cela justifie que ¢ est a valeurs dans E.
De plus, ces calculs montrent aussi que sa matrice est M.



4., (a) Ona
PP =@ %(X— DFxX + 1)”)

= %X(X DX+ 13+ i(l - X)X -DF Y (x+1)3F

+B-kbX-D*xx+1)3 %Y

l()(—1)’“()(+ I)S_k(X— I—C(X+ 1) +ﬂ(1—X)
8 3 3

_(1 Zk)P
= S | Pe
(b) Ona:
1 5 1 33, 1 4
Po=-X+13=-+=X+=X2+-X
8 8 8 8 8
1 , 1 1. 1., 1_4
Pl=—(X-DX+1)?=—-—-X+-X*+-X
8 8 8 8 8
1 , 1 1. 1., 1_,
Pr=-(X-1?X+D)=-—-X-=-X?>+-X
8 8 8 8 8
1 5 1 3.3 , 1 4
P3=-(X-1)°=—-+=X-=X’+-X
8 8 8 8 8

1 -1 1 -1

1 1 -1
Donc Matg (Py, Py, P2, P3) = = 3 3 .
813 1 -1 -3
1 1 1 1

Pour montrer que la famille (Py, Py, P2, P3) est une base de E il suffit de montrer que la matrice
précédente est inversible. On a:



1 -1 1 -1
3 -1 -1 3 e .
rg (Matg (Py, Py, P2, P3)) =1g multiplication de chaque ligne par 8
3 1 -1 -3
1 1 1 1
1 -1 1 -1
Ly —Ly,-3L
0 2 -4 6
=1g Ly —L3—31,
0 4 -4 O
Ly—Ly—14
0o 2 0 2
1 -1 1 -1
2 -4 Lz —L3—2L
—rg 0 6 35— L3—2L
0 0 4 -I2 Ly —Ly— Lo
0 0 4 -4
1 -1 1 -1
0 2 -4
=Ig 6 L4 — L4 - L3
0 O 4 -12
0 0 O 8
=4

Donc Matg (Py, P1, P2, P3) est inversible, ce qui signifie que 98’ est une base de E.

1 0 0 0
1
(c) D’apreés la question 4.a) on a Matgg (@) = 0 1/3 0 0
0o 0 -1/3 0
0 0 0 -1
1/4
PP . ) 1/4 _
5. (a) Par définition de la notion de coordonnées, Matg(Q) = . On retrouve la matrice Uj.
1/4
1/4

n
(b) Montrons par récurrence que la propriété 2 (n) : «p"(Q) = Py + (—%) P, » est vraie pour tout
neN.
Comme (pD(Q) = Qetque Py + P, = Q, la propriété est bien vraie pour n = 0.
Soit n € N fixé. Supposons Z2(n) vraie. On a alors



n+l1

1\" 1\"
"N Q) = ¢ (Po + (—g) Pz) =@(Py) + (—5) @(P2) =Py + (—g) Ps.
Ainsi 2 (n + 1) est vérifiée.
n
Grace au principe de récurrence on a montré que, pour tout n € N, ¢ (Q) = Py + (—5) P.

6. On remarque que Matg (9" (Q)) = M" Uy = U,, (récurrence rapide pour la derniére égalité).
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Or Matg (9" (Q) = 3

w
|
flﬁ/‘
N

W =W =W =

——
3

1+
1 1 n
Donc P(X,, =0) = (1+(—§ (3—(—5) )etP(an
o(1+(5))
=—(1+[-=]| |
8 3

R S 3 o3 a1
D’out nEIllmP(Xn =0)= 3 HETWP(Xn =1)= Y nEIPOOP(Xn =2)= Y et nl—l»IPooP(X” =3)= e
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)P(X —1)—1(3 ( 1)”) P(X,=2)=
, n=HU=51°"173] ) n=24)=

Pour de grandes valeurs de n, on approche par les valeurs des limites.

7. On affiche une liste contenant les fréquences d’apparition des valeurs de X, c’est-a-dire les valeurs
approchées des probabilités P(X, = i) :

P=[0,0,0,0]
for k in range(1000):
P[simulX(100)]1+=1/1000

print (P)

On obtient bien des valeurs proches de

’
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Sujet 2 : Probabilités

1. from random import randint
def X(N):
k=0
for i in range(N):
if randint(1,6)==6:
k+=1
return k
2. def S(N,n):
somme=0
NbDes=N
for i in range(n):



3.

six=X(NbDes)

print (six,NbDes)

somme+=six

NbDes=NbDes-six
return somme

(a) Soient N, MetkeNavec M<k<N.Ona:

N\(N-M)| N! L (N-M)!
M\ k-M _M!(N—M)! (k— M)!(N - k)!
~ N! ot N\( k N k!
T Mli(k-MI(N-K)! |\ k|/\M T K(N=k)! " Ml(k- M)
N!

T Mi(k- MIN-K)!

N|[N-M N\ k
Donc = .
M|\ k-M k[\M
(b) Notons Z2(n) la proposition «il existe p,, tel que X, suit la loi binomiale de parametres N et

Pn >
X) compte le nombre de succes « obtenir 6 » obtenus parmi N expérience de Bernoulli iden-
tiques et indépendantes (le résultat de chacun des N dés). Donc on peut affirmer que X; —

1
% (N, _).
6
1
Donc en posant p; = 5 on peut affirmer que 22(1) est vraie.
(¢) i. Sachant [S, = M], on sait qu’il nous reste N — M dés a jeter et on compte le nombre de

1
6. On reconnait encore une fois un schéma binomial de parameétres (N — M) et 3 On a
donc, pour M < k< N:

P[Sn=M](Xn+1=k—M):(k_M) (g) (g) .

ii. Soit k € [0; N]. D’apres la formule des probabilités totales appliquées avec le systéme
complet d’événement ([S, = M])og <N, Ona:



N
P(Spr1=k)= )Y P(Sp=M)x Ps,-p(Xns1=k—M)
M=0
k
= Z P(S;, = M) x P[S,,:M](Xn+l =k-M)
M=0

N
+ ) P(Su=M)xPis,=pmj(Xns1=k—M)

M=k+1
A Nom[N=M) (1M (5\N-k
= 1- - — = 0
pol (W e i | Y H
N\ (1)\f(5\NF N-k & [k M k-M
= — — 1- - 1- -
P (6) (6) (1= pn) MZ=0 2| 6P (1= pa)
NY(1\*(50-pn)\V* ‘
031G G BRCAS
(N (5,19,,+1)’C(1_5,}9,1+1)N"c
K 6 6 ’
1+5
Donc Sp+1— B(N, pn+1) avec puyq = GP".

(d) La suite (p,) est donc un suite arithmético géométrique. Avec la méthode vue en cours on

5 n
obtient que, pour tout € N*, p,, =1 — (E) .
4. Soit k € N*. Lévénement [T < k] implique qu’au bout de k lancer les N dés on déja donné 6 et
donc Si = N.
Réciproquement, si Sy = N alors le nombre de lancers nécessaires pour obtenir les N dés qui ont
donné 6 est inférieur a k, c’est-a-dire T < k.

k N
Donc [T < k] =[Sy = N] etainsi P(T < k) = P(Sx = N) = pY = (1—(%) ) )

nyN
5. PourtoutneN*,P(T>n):1_(1_(_) ) )

On sait que pour tout réel x, 1 — N=(1-x Z x'.

i=0
nN-1 nyi
D0ncP(T>n):(g) > (1—(2) ) .

i=0
Cette expression reste valable pour n =0 car P(T >0) = 1.
On en déduit alors que, pour tout n € N :

P(T > n)éN(g) .

5 5\"
Or, comme 5 < 1, la série Z (5) est convergente. Comme P(T > n) > 0, d’apres le critére de

majoration pour les séries a termes positifs on peut affirmer que Z P(T > n) est convergente.



+00o 5 n\N
Ainsi, T admet un espérance et E(T) = Z 1- (1 - (6) ) .
n=0

. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. Montrons que X admet une espérance si, et seule-

+00
ment si la série Z P(X > n) est convergente et dans ce cas E(X) = P(X > n).
n=0
On sait que X admet une espérance si, et seulement si la série Z nP(X = n) est absolument conver-
gente.

Comme nP(X = n) > 0, étudier la convergence ou la convergence absolue revient au méme.

On peut aussi facilement montrer que, pour tout n € N, P(X=n=PX>n-1)-P(X>n).
Soit NeN.On a

N N
Y nP(X=n)=0+) n(P(X>n-1)-P(X > n))

n=0 n=1

N N
=) (m-DP(X>n-1)-nP(X>n)+ ) P(X>n-1)
n=1 n=1
N-1
=-NP(X>N)+ ) P(X>))
j=0



