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Exercice 1

1. Pour tout t ∈ [0;π/2] et tout entier n, sinn(t )⩾ 0. Et comme 0⩽
π

2
, on a bien In ⩾ 0.

De plus sin(t )⩽ 1 donc pour tout entier n, sinn+1(t )⩽ sinn(t ).
En intégrant cette inégalité (« les bornes sont dans le bon sens ») on obtient In+1 ⩽ In .
La suite (In) est donc positive et décroissante.

2.

In+2 =
∫ π/2

0
sin2(t )sinn(t )dt =

∫ π/2

0
(1−cos2(t ))sinn(t )dt

= In −
∫ π/2

0
cos(t )(cos(t )sinn(t ))dt

On pose, pour t ∈
[

0;
π

2

]
: u(t ) = cos(t ) u′(t ) =−sin(t )

v ′(t ) = cos(t )sinn(t ) v(t ) = 1

n +1
sinn+1(t )

u et v sont de classe C 1 sur
[

0;
π

2

]
donc par intégration par parties :

In+2 = In −
[

cos(t )× 1

n +1
sinn+1(t )

]π/2

0
−

∫ π/2

0

1

n +1
sinn+2(t )dt

= In − 1

n +1
In+2

⇔ n +2

n +1
In+2 = In ⇔ In+2 = n +1

n +2
In

Autre méthode : écrire sinn+2(t ) = sin(t )× sinn+1(t ) et intégrer par parties en dérivant sinn+1(t ) et
intégrant sin(t ).

3. • Si n est pair alors n = 2p et :

I2p = 2p −1

2p
I2p−2 = 2p −1

2p
× 2p −3

2p −2
I2p−4

= . . .

= 2p −1

2p
× 2p −3

2p −2
× 2p −5

2p −4
. . .

1

2
I0

1



Donc I2p = (2p)!

22p (p !)2 × π

2
car I0 = π

2
.

• Si est est impair alors n = 2p +1 et :

I2p+1 = 2p

2p +1
I2p−1 = 2p

2p +1
× 2p −2

2p −1
I2p−3

= . . .

= 2p

2p +1
× 2p −2

2p −1
× 2p −4

2p −3
. . .

2

3
I1

Donc I2p+1 = 22p (p !)2

(2p +1)!
car I1 = 1.

4. On sait que la suite In est décroissante donc In+1 ⩽ In ⩽ In−1 et de plus In−1 = n +1

n
In+1.

Donc 1⩽
In

In+1
⩽

n +1

n
. (In+1 ̸= 0 car intégrale d’une fonction continue, positive qui n’est pas nulle

sur tout l’intervalle d’intégration.)

En passant à la limite on obtient lim
n→+∞

In

In+1
= 1 et donc In ∼

n→+∞ In+1.

5.

un+1 = (n +2)In+2In+1 = (n +2)
n +1

n +2
In In+1 = (n +1)In+1In = un

Donc la suite (un) est constante.

On a donc d’une part un = u0 = π

2
.

Mais aussi un ∼
n→+∞ nI 2

n .

Donc In ∼
n→+∞

√
π

2n
, car In ⩾ 0.

6. D’après la question précédente I2n ∼
n→+∞

√
π

4n
= 1

2

p
πp
n

Or

I2n = (2n)!

22n(n!)2 × π

2

On a donc
(2n)!

22n(n!)2 × π

2
∼

n→+∞
1

2

p
πp
n
⇒

p
n(2n)!

22n(n!)2 ∼
n→+∞

1p
π

Ainsi lim
n→+∞

22n(n!)2

p
n(2n)!

=p
π.

Exercice 2

1. Comme G est une primitive de g , on a, pour tout réel x, f (x) =G(2x)−G(x).

2. La fonction t 7→ e−t 2
est continue sur R donc, d’après le théorème fondamental de l’analyse, G est

une fonction de classe C 1 sur R.

f est donc la différence de deux fonctions de classe C 1, et ainsi f est une fonction de classe C 1.

De plus f ′(x) = 2G ′(2x)−G ′(x) = 2g (2x)− g (x) = 2e−4x2 −e−x2
.

2



3. Soit x ∈R, on a −x ∈R et f (−x) =
∫ −2x

−x
e−t 2

dt .

Effectuons le changement de variable u =−t .

On a donc f (−x) =
∫ 2x

x
e−(−u)2

(−du) =− f (x).

f est donc une fonction impaire.

4. D’après la question 2 :

f ′(x) = 2e−4x2 −e−x2 = e−x2
(2e−3x2 −1)

On remarque que 2e−3x2 −1⩾ 0 ⇔−
√

1

3
ln2⩽ x ⩽

√
1

3
ln2

On a donc que f est croissante sur

[
−

√
1

3
ln2;

√
1

3
ln2

]
et f est décroissante sur

]
−∞;−

√
1

3
ln2

]

et sur

[√
1

3
ln2;+∞

[
.

5. (a) Sur [0;+∞[ la fonction t 7→ e−t 2
est décroissante (sa dérivée vaut t 7→ −2te−t 2

) donc si x ⩽ t ⩽
2x alors e−4x2

⩽ e−t 2
⩽ e−x2

.

(b) On intègre l’inégalité précédente pour t variant de x à 2x. (Attention t est la variable donc

e−x2
et e−4x2

sont des constantes)∫ 2x

x
e−4x2

dt ⩽
∫ 2x

x
e−t 2

dt ⩽
∫ 2x

x
e−x2

dt ⇔ xe−4x2
⩽ f (x)⩽ xe−x2

.

(c) Soit x > 0, on pose X = x2 ⇔ x =
p

X , on a xe−x2 =
p

X

eX
. Or on sait qu’au voisinage de +∞

p
X = o(eX ) donc lim

x→+∞xe−x2 = 0.

De même lim
x→+∞xe−4x2 = 0.

Donc par encadrement de limites, on a lim
x→+∞ f (x) = 0.
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