CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE N°4

Probléme

Partie A : Inversion d’une matrice et factorisation d’un polynéme

1. La matrice M contient les coordonnées des polynémes R, S et T dans la base . On a donc :

R=1, S=1+2X etT=1+3X+3X"|

2. a) M est une matrice triangulaire sans 0 sur la diagonale donc elle est inversible.

x a
Onpose U= |y | et V=|0b| et on cherche a résoudre MU =V (d’inconnue U).
z c
r+y+z=a
MU=V & 2y+32=50
3z=c
_ b ¢
S
= y:bgc
_c
T3
1 -1/2 1/6
Donc|M~t=10 1/2 —1/2
0 0 1/3

b) La matrice représentant la famille (R, S, T) dans une base de Ro[X] est inversible donc, d’aprés notre cours,
’ (R, S,T) est une base de Ry[X] ‘

1
¢) (1+X)>=1+2X + X donc | Matg((1+ X)?) = | 2
1

d) Cette question nous demande de déterminer les coordonnées de (1 + X)? dans la base (R, S, T).
D’aprés la formule de changement de base pour les coordonnées d’un vecteur, on sait que :

Matg((1+ X)*) = Pg,(r,s,) X Mat(r s7)((1+ X)?).

1 a a 1 1/6
On en déduit que (2| =M [b | etdonc [b| =M""|2]=1]1/2
1 c 1 1/3

1 1 1
En conclusion, | (1 + X)? = ER + 55’ + gT.

1 1 1 1 1 1 1 1
3 X+ X2+ X3 =X (242 X+2X?)=XX+1D([=x+=).
6 *3 +3 (6+2 +3 (X +1) 3 +6

1 1 1 1 1
D X+ X2 X=X X+ ([=X+=).
onc| X + X%+ 2 ( +)(3 +6>

Partie B : Calcul de ’équivalent d’une somme

1
4. Soit n € N*. f étant continue sur [0; 1], U'intégrale / f(z)dx est bien définie et donc | I,, est bien définie |
0

De plus, f est strictement croissante donc f ne peut pas étre la fonction nulle.
Ainsi, f est continue sur [0;1], positive et n’est pas la fonction nulle. Donc, d’aprés la propriété de stricte

i
positivité de 'intégrale, / f(z)dz > 0.
0

Comme n > 0, on en déduite que ’Vn eN* I, >0.
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k-1 k
5. a) Soit n € N* et k € [1;n] fixés. L’intervalle [, } est bien inclus dans [0;1].
n 'n

De plus, par définition de la notion de fonction croissante on a

k_1<x<k:>f(k_1)<f(w)<f<k>.

n n

Donc |Vk € [1;n], Vx € [k;l;k} , f(k_1> < flz) < f (k)

n n n

b) Soit n € N* et k € [1;n] fixés. Grace a la propriété de croissance de l'intégrale, nous pouvons passer a

I’intégrale pour z variant entre et — dans l'inégalité de la question précédente (les fonctions intégrées

n n
sont bien continues). On obtient :

On somme alors ces encadrement pour k allant de 1 & n. On obtient, pour tout n € N* :

(5= et (h)
( ) /f l ) f <k> Relation de Chasles
n - n

f ( > / f(z % Z f (fz) changement d’indicei = k — 1

k=1

N

ol
I 3
M- ~£1

~5

SRS

k=
n—

»—‘H

3\*—‘

=0

15, [k L 1, [k
E lusi tout n € N*, — — ] < dr < — - .
n conclusion | pour tout n an(ﬂ) \/0 f(z) x\an(n>
k=0 k=1
c¢) Grace a la partie de droite de I’encadrement de la question précédente, en multipliant par n > 0, on a
n
k
I, < — .
Grace a la partie de gauche de I'encadrement de la question précédente, en multipliant par n > 0 et en
n
k
ajoutant f(1) et soustrayant f(0) on obtient : Zf () < I, + f(1) — £(0).
n
k=1

On en déduit alors que

n

nedr(5) <n - o)
k=1

< Zin F ()
I, I,

car I, > 0.

De plus, par simple opération sur les limites, lim I, = +o0.
n—-+oo

n E n
Donc, par propriété d’encadrement de limites lim M =1, c’est-a-dire Z f ( ) I,.
n—-+4o0o In n—>+oo

=1

6. Soit p € N* fixé. On applique le résultat précédent a la fonction x — xP. Cette fonction est bien définie sur
[0; 1], continue sur [0; 1], strictement croissante et positive. Il est donc possible d’appliquer notre résultat. On a
donc

n

k p 1
E ( ) ~ n/ xPdx
n n—-+oo 0

k=1
1 1
S8 o~ X ——
nP " n—+oco p+1
npt1
<Spn
" n—+oo p+41
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7. a) Soit j € [1;p+ 1]. Gréace a la formule du bindéme on a :
(] (i
p; = XF - X7 = X",
=20 > (o)

Dans I'expression développée de P;, le terme de plus grande puissance est ( . J 1) XJ =X,
j—

Comme j # 0 (coefficient de X7~ non nul), on peut affirmer que ’ deg(P;) =7 — 1. ‘

b) On reprend notre expression développée de P; de la question précédente. On a donc :
Jj—1 j P
_ k k
P=Y <k)X +Z()X .
k=0 k=j

On en déduit que

1 1 1 1 1
P 1
2
I 0 (i)
0 0 3 :
0

Ap = Matgg(Pl, P27 e ,Pp+1) =

0 0 0 ... ... .. 0 p+1

¢) La matrice A, est triangulaire et sans 0 sur la diagonale donc ’ A, est inversible ‘

Etant donné que A, est la matrice de la famille (P, ..., P,41) dans la base & et que cette matrice est

inversible, on peut affirmer que ‘ (P1,...,Pyi1) est une base de R,[X]. ‘

d) 1+X)? eR,[X]et (Pr,...,P,11) est une base de R,[X].
Donc (1 + X)? admet des coordonnées dans cette base, autrement dit

p+1
il existe (a;p)i<i<pt1 € RPH! tel que (1+ X)? Za] p

e) Utilisons les questions précédentes pour transformer Spon

n—1
ka—z 1)P onposei=Fk—1
=0
p+1
= Z a;pPj(1) question précédente évaluée en i
p+1
= Z <a] » Z P;( ) échange de somme et factorisation
p+1
= Z <a] » Z (1 +4) — %) > définition de P;
p+1 _
= Z o pn’ somme télescopique
= Qp(n)

On a bien Sy, = Qy(n). |
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8. a) On peut remarquer que P, =1 =R, P, = 1+2X = Set Ps =1+ 3X +3X? = T. Donc on a bien

b) D’apreés la question 7.e) on a Sy, = Q2(n).

De plus, d’aprés la question 2.d), (1 + X)? = éPl + %PQ + %Ps-
DOHCOZ12=1, a22:16t0£32:1.

’ 6 ’ 2 ’ 3
On en déduit que Q2 = %X + %XQ + %X?

= 11
Donc Sy ,, = Z k* = Qa(n) =n(n+1) <3n + 6) d’aprés la forme factorisée de la question 3.

En conclusion, on retrouve que

n(n+1)(2n+1)
Zk2 : :

Partie C : Calcul de la limite d’une probabilité

S|

9. Le choix de la ligne se fait au hasard et nous avons n lignes a notre disposition. Donc | P(Lg) = —.

10. a) L’événement A signifie qu’il n’y a aucune case blanche parmi les p cases choisies donc que 1'on a choisi p
cases grises.

b) Sachant que I’événement Lj est réalisé, notre choix des p cases se fait sur la ligne k donc parmi k cases
grises et n — k cases blanches.

Les choix des p cases étant supposés indépendants et la probabilité de choisir une case grise est de — on
n

_ ENP
peut affirmer que Pr, (A) = () .
n
Les événements (Ly)1<k<n forment un systéme complet d’événements car, d’aprés la description de l'ex-
périence, ils sont disjoints deux & deux et leur union est égale & I'univers de I'expérience.

Donc, d’aprés la formule des probabilités totales :

P(A) =Y " P(Ly)Pp, (4) = Z ~ () = 515
=1

k=1
- — 1
Ainsi P(A) =1- P(A) =1- Wsp’n
¢) D’aprés la question 6., lim ! ——Spn = b
p 4 n—+oo pPt1 T op+1T
L P
D lim P(A)=1— —— = ——.
one n—1>r-&r-1<>o (4) p+1 p+1

Exercice 1

Partie I : Etude de a
1. Soit P € Ry[X] alors deg P’ < 1 donc deg XP' < 1+ 1 et donc
deg(P — XP') <2
Soit P et ) deux polyndémes de degré plus petit que 2 et o un réel
a(aP+ Q) = (aP+Q) — X(aP+ Q)
=aP+Q— X(aP' + Q") linéarité de l'intégrale
=aP—aXP +Q—-XQ
= aa(P) + a(Q)
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L’application a est un endomorphisme de Rq[X]. ‘

2. On calcule

a(X)=X-X1=0
a(X?) = X? - X(2X) = - X?

0
0

1
La matrice de a dans la base Zde Eest : A= |0
0 -1

o O O

3. La matrice associée & a n’est pas inversible car elle contient une colonne nulle, elle est donc de rang plus petit
que 2, donc I'application a n’est pas bijective.

‘ L’application a n’est pas bijective.

Soit P =z +yX + 2X? € Ry[X]

x 0
Pekerasa(P)=0Aly| =10
z 0

T 0

<0y =

-z =0

Sr=2=0

&S P=yX

D’aprés un résultat du cours
im(a) = Vect(a(1),a(X),a(X?)) = Vect(1,0, —X?)

Les deux vecteurs étant non colinéaires ils forment une base de ima

kera = VectX et ima = Vect(1, X?)

Partie II : Etude de b
4. Notons ¢ I’endomorphisme ! de Ry[X] définie pour P € Ry[X] par
o(P)=P+P + P

Alors pour P € R3[X]

pob(P)=p(P —P) définition de b
=P-P +(P-P)+(P-P) définition de ¢
:P_P/+P/_P//+P//_P///

— P_ P//I
=P

car la dérivée troisiéme d’un polynéme de degré au plus deux est nulle

1. C’est un endomorphisme par le méme type de raisonnement sur le degré que précédemment
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Et

bo p(P) = b(P+ P’ + P")définition de ¢

=P+P +P'—(P+P +P") définition de b
:P+P/+PN_P/+PN+P/N

— P _ P/ll

=P

Comme ce sont des endomrophismes d’un espace vectoriel de dimension finie, il n’est pas utile de calculer bo ¢

b est bijective et sa bijection réciproque est ¢

Partie III : Etude de c
. Ona

(1) =2X-1-(X?-1)0=2X  ¢(1)=2X-X—(X?’-1)1=X+X? ¢(X?)=2X-X?—(X?-1)-2X =2X

Ce qui démontre bien

_ O =
SN O

. La matice C' comporte deux fois la méme colonne donc son rang est plus petit que 2, elle n’est pas inversible
donc

L’application ¢ n’est pas bijective.

. On trouve

CU=-2U,CV =0et CW =2W.

. Soit a B et v trois réels On suppose que
aU+ BV +4yW =0

alors
at+pf+y =0
—2a+2y =0
a—-fB+y =0

Ce systéme est équivalent

at+f+y =0

1
B+ 2y =0  Lyeglotly
—254‘ =0 L3 <—L3—L1

Ce qui démontre

La famille (U, V, W) est libre. ‘
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La famille (U, V, W) est libre, a trois vecteurs comme la dimension de Ry[X] c’est donc une base de Ro[X].

D’apreés les calculs de la question 7 la matrice de 'application ¢ dans la base (U, V, W) est

\o}

1 1 1
R=|-2 0 2
1 -1 1

c’est une matrice de passage.
D’aprés la formule de changement de base du cours

D=R'CR et RDR'=C

1 1 1 -2 0 0
9./Onpose R=[-2 0 2|JetD=]0 0 0
1 -1 1 0 0 2

10. On a vu que dans la base (1, X, X?)

CU =-2U CV =0 CW =2W

1
Le polynoéme dont la matrice des coordonnées dans la bases canonique est U = | =2 | est P, =1 —2X + X2
1
1 1
De méme le polynéme représenté par V = 0 | est P, =1 — X? et celui représenté par W = [ 2] est
-1 1

Py=1+2X+ X2

‘P1:1—2X+X2,P2:1—X2 ot Py=1+42X + X2.

Partie IV : Etude de f
11. Soit P € Ry[X]

f(p)

b(a(P)) — a(b(P))

b(P —zP'") —a(P — P

P—zP)—(P—XPY —((P—P)—X(P—P')
P—zP)— (P —P —-XP")—(P-P —X(P'-P"))

(
(
P—XP +XP'—P+P +XP —XP"
P

VPeE, f(P)=P

12. La matrice associée & f dans la bases canonique est, d’aprés les théorémes sur le liens entres opérations sur les

matrices et opérations sur les applications linéaire

BA—- AB
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Donc la matrice associée & f o f o f dans la bases canonique est
(BA— AB)?

Or Pour P € Ry[X]
FUFf(P)) = fF(f(P))=f(P")=P" =0

car la dérivée troisiéme d’un polynéme de degré au plus deux est nulle. La matrice de 'application nulle étant
la matrice nulle.

|(BA-AB) =0 |

Exercice 2 Agro-véto

1. a) Par I'absurde supposons que f est bijective alors la bijection réciproque f ~1 existe et en utilisant fo ( 2+
v Flefo(f 4i) =00
ce qui donne (associativité de la composition)
io(fP+i)=0
puis
(f*+i)=0

qui est en contradiction avec I’énoncé.

L’endomorphisme f n’est pas bijectif.

b) D’aprés un théoréme du cours un endomorphisme en dimension finie est bijectif si et seulement si il est
injectif, donc f n’est pas injectif donc

ker f # {0g}.

Par définition du noyau il existe un vecteur non nul v tel que

f(u) = OR’U, = OE

‘H existe u appartenant & F tel que : u # Og et f(u) = Og. ‘

2. Supposons par I'absurde que f? + i est bijective, alors la bijection réciproque (f? +i)~* existe.
On sait que f o (f%44) = 6. donc

fo(fP4+i)o(fP+i) " =00 (f>+i)”"

donc
foi=140
et donc

f=0

Ce qui est en contradiction avec ’énoncé.

L’endomorphisme f2 + i n’est pas bijectif.

Comme f2 + i est un endomorphisme? f2 + i n’est pas bijectif est équivalent a f? + i n’est pas injectif®.

2. Ou plus généralement ce résultat est vrai si le dimension de I’ev de départ est égal a la dimension de ’ev d’arrivée
3. est équivalent & f2 4 i n’est surjectif.
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Donc f2 4 i n’est pas injectif et donc

ker(f? +1) # {0g}
Il existe donc v € ker f2 4 i avec v non nul .
(f* +i)(v) =0

donc
f2(v) +v=0g

Il existe v appartenant a E tel que : v # 0 et f2(v) = —v.

Soit vy appartenant a E tel que : vy # O et fz(vz) = —vg. On note vs = f(v2).
3. Montrer : f(vs) = —v2. On a
vz = f(v2)
donc

flvs) = fo f(v2) = —v2

par définition de vs

‘On a f(vs) = —vz.‘

4. a) Soit , B et v trois réels tels que
avy + Buy + vz = 0p (EO0)

alors comme f est un endomorphisme

[ (awy + Bva +7v3) = f(0p) = 0p
puis par linéarité

af (v1) + Bf (v2) +7f (v3) = 0g (E1)
Par définition nous avons

flo) =0 f(v2)=vs  f(vz) =—v2
donc E1 devient
pvz —yv2 =0p
en appliquant f on trouve
Bf(vs) =~f(v2) = f(O)

donc
—Bug —yv3 =0 (E2)

En sommant EO-+E2
av; = 0g

Comme vy # Og alors a = 0. Donc EO devient
Bvs + yv3 = 0p (E3)

En sommant E3+E1
251}2 = OE

et comme vy # O on obtient 8 = Og et E3 devient

yv3 = 0g

comme v3 # O on obtient v = Oy

La famille Z = (v1, v, v3) est libre et comme la dimension de E est trois
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la famille # = (v1, v2, v3) est une base de E.

b) Par définition

5. Soit a b et ¢ trois réels tels que

alors on obtient 4

Donc

Donc la famille (A, B, C) est libre.

a =0
b =0
c =0
—c =0
b =0
a=b=c=0

Par définition A, B, C forment une famille génératrice de .%.

La famille (A, B, C) est une base de .Z.

‘La dimension de de .%# est 3. ‘

a b ¢
6. Posons M = (d e f] Alors
g h 1
0 0 0 0 ¢ —b
CM=MC<s|—g —h —i|=[0 f —e
d e f 0 i —h
0 =0
0 =c
0 =-b
—g =0
S<—-h =f
-t = —e
d =0
e =1
f —h

a 0 O
SM=|0 e —h
g h e

& M =aA+eB+ hC

[ {M € #,(R);CM = MC} = 7 |

4. Les 4 équations 0 = 0 n’ont pas été écrites
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7. a) On calcule
A’=A B?*=B (C?’=-B AB=0=BA AC=0=CA BC=CB=C
Comme les matrices commutent.
(aA+bB +cC)? = a*A? + b B? + 2C? + 2abAB + 2acAC + 2bcBC
=a?A+ (b* — ¢*)B + 2bcC
a? 0 0

=0 - —2¢
0 2be -

a? 0 0
(@A+bB+cC? =10 b —c* —2bc
0 2bc b —c

On doit chercher a b et ¢ qui vérifient

a® =4 a? =4
- =5 -2 =
2bc =12 be =

On propose (car 1’énoncé ne demande qu’une solution) a =2, b=3 et ¢ =2

La matrice de g dans la base & vérifie

-1 0 0
G=Matg(g)=C*-Iz3=|0 -2 0
0 0 =2
On vérifie aisément que G est inversible et
-1 0 0 1
Gl'=|l0 -2 0 |=-T+ 5C
0 0 -l

Donc en utilisnt la correspondance entre endomorphisme et matrice dans %

1
18) | g est inversible et g~ = —i + §f2

Exercice 2 théorique

1. a) Soit @ = (z1,...,2,) € R alors
(T, W)= a7
i=1

Comme les x; sont tous réels, les 22 sont tous réels.

’Pour tout 7 € R™, gb(?,?) > 0. ‘

b) Supposons de plus que (b(?, ?) =0, alors
Sat-o
i=1

Une somme de nombre positifs ne peut étre nulle que si tous ses termes sont nuls

Vi € [1, n] 7

3

=0
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ce qui démontre

Vi e [1, n] z; =0

Pour tout @ € R", (7, @) =0ssi @ = 7.

¢) Soit 7 eR” (fixé), si on suppose vérifié
VY ER"  o(T,Y)=0

On a notamment pour i/ = ¢/
¢(@,7)=0

. . g
ce qui d’aprés la question précédente donne Z =10

‘ Si pour tout I € R”, ¢(77 7) =0 alors 7 = 6>

_>
2. a) Soit @ = (z1,...,x,) € R" (fixé) et soit ¥ = (y1,...,yn) et y' = (y},...,,) deux vecteurs de R™ et A

un réel

va (F+0) = Z w1y + M)

s
I
—

(ziyi + A\ziy;)

I

&
Il
-

n
T+ A Y Ty

i=1

bz () + Mz (F)

I
-
I M:
I

o

‘zb? est une application linéaire. ‘

b) Soit 7€ R™, 1= est une application linéaire & valeurs dans R donc

Imy5 CR

ce qui démontre que

Imy5 = {ﬁ} ou Imyz =R

cas T = ﬁ Alors 1= est I'application nulle

Si @ = 0, alors 1= est de rang 0 et son noyau est de dimension n.

— —
cas 7 # 0 Alors 9= () est non nul (questions précédentes) donc im = # { 0 } ce qui démontre
imyz =R
Le théoréme du rang affirme

Dim ker ¢z + Dimim ¢y = DimR"+

Si @ # 0, alors ¢ est de rang 1 et son noyau est de dimension n — 1.
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¢) On sait que ¢z € Z(R",R)
%
Soit 7 € R™, #’ € R” et A un réel. Soit § € R

w?-&-)\?(?)

=¢(2 + Ao 7
= (;5(7 7+ )\x
= ¢(7 7 )+ A¢(7, z’) question 2a

—o(@.F.) + (@, )
= ¥z (V) + W= (Y)
= ¥z + \=)(V)(Y)

Comme on a fait un calcul pour un vecteur 7 quelconque

)
)

Voad = V7 + Mo

/e Z(R", 2(R",R))|

Comme dimR" = n = dim £ (R",R), il suffit de démontré que f est injective.

Soit @ € R™
Zekerf <= f(7)=0 fonction nulle
—=VyeR" ¢(Z,Y)=0
— 7 = 6> question 1c

Ce qui démontre que f injectif et donc avec un argument de dimension

‘ f est un isomorphisme d’espace vectoriel.

3. Ona AN B C A et ces deux ensembles ont méme cardinal donc sont égaux

ANB=A
de méme

ANB=B

A= B.

On a S;NS; C S; pour un entier ¢ différent de j
donc

Card(S; N S;) < Card(S;)

4. | Pour tout j dans {1,...,m}, Car(S;) > ¢. ‘

5. Un calcul immédiat donne

OO = =
o O = O
O = = O
— O = O

6. On constate que qb(xl, xl) Card(S;,S;) et en utilisant les hypothéses de I'énoncé et le résultat de la question
précédent on démontre le résultat demandé.
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7. a) La famille (Z1,...,Z,,) contient m vecteurs et dimR™ = n < m

La famille (Z1,...,,,) est lice. ‘
b) On a
- =
m m
=0 | D_rimh Y i
i=1 j=1
m m
= Zm«b <Z rim_‘;, f‘?) question 2a
j=1 i=1
m m
= Z Z ririd (7, 7)) question 2c
i=1j=1
m m m
= Zrzrzd) (33175;) + erlrj(b(xl7x])
i=1 i=1j=1
i
m
i=1 1<5<i<m
m
= Zmrigﬁ (EZ, fi) +2 Z rir;l question précédente
i=1 1<5<i<m
Donc

ZT?¢(5},@>~)+2€ Z rire =0
j=1

1<giSksm

c) Il faut constater que
2

m m

_ 2 .
E Z; = E r; + 2 E 7T
Jj=1 j=1

1<j<i<m

donc
2
m

m
. — 2 _9 .
x; T = TiTk
j=1 j=1 1<j<i<m
ce qui permet de démontrer le résultat démandé

d) On peut affiner le résultat de la question6 en remarquant que qﬁ(a??,a??) = { uniquement dans le cas
Card(S;) = ¢. Si il existe deux entiers j; et jo tels que Card(S;,) = ¢ = Card(S;,) alors la question 3 et
I'hypothése que tous les S;) sont différents deux & deux permet de conclure que j; et jo sont identique.
I existe au plus un ensemble S; de cardinal égal & ¢ donc tous les termes ¢(ac_k> , 97; ) — ¢ sont strictement
positifs sauf au plus 'un d’entre eux.

2

S2e@ ) -n+e (Y| =0
j=1

m
Comme ¢ > 0 et que Zr? (¢ (z],7}) — £) < 0 on obtient
j=1
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Donc comme tous les termes sont positifs

Vie{l,...,m} 13 (¢(T},7;) —€) =0

et avec la remarque précédente tous les r; sont nuls sauf au plus 1. Supposons, sans perdre de généralité
que 71 est non nul et que les autres réels sont nuls alors

_>
FATT 4 79T 4 A TZ = O

devient
7“1:1?{ = ﬁ
=
et comme zi # 0 ceci impose r; = 0
Tous les coefficients r; sont nuls ce qui est en contradiction avec ’hypothése que la famille (z7, ... ,m)

est liée.

SpéBio 2024-2025 Page 15 Devoir surveillé n° 4



