Probabilités : Couple de variables aléatoires discretes
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I Exemples et Définitions

I.1 Exemples

Exemple : On lance deux pieces non truquées et de couleur distincte, on note Xj le résultat de la premiére piece et X» le
résultat de la deuxiéme piéce. On peut étudier le couple de variables aléatoires (X7, X2).

Exemple : On lance deux dés de couleur différente. On note Xj le résultat du premier dé, X, celui du deuxiéme dé.
(X1, X2) forment un couple de variable aléatoires.

Exemple : Dans une urne se trouve trois billes numérotées de 1 a 3. On effectue trois tirages successifs et avec remise. On
note m le minimum des trois tirages et M le maximum des trois tirages. (m, M) forment un couple de variable aléatoires.

I.2 Loiducouple

Définition 1 (Loi de probabilité).
Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes sur l'espace probabilisé (Q, </ ,P). Laloi du couple (X,Y) est la donnée des
réelsP([X = xIn[Y = y]) pour tout couple x € X(Q), ye Y(Q)

Remarque : On dit aussi loi conjointe du couple, ou tout simplement loi de (X, Y).

Exemple : Dans le premier exemple X; (Q) = X2 (Q) = {0, 1} en supposant que X vaut 1 dans le cas d'un pile et 0 sinon. La
loi du couple est la donnée des quatre réels suivants :

P(X1=1n[Xp=1]) =
P(X1=0In[Xz=1]) =
P(X1=1n[Xp=0]) =

P(X1=0In[Xz=0]) =

e N N e

Exemple : Dans le deuxieme exemple X; (Q) = X2(Q) = [1, 6] et laloi de probabilité du couple est donnée par

vie[l,6] Vie[L6] P(Xi=iln(X2=j)= %

Exemple : Dans le troisieme exemple on a m(Q) = M(Q) = {1, 2, 3} et nous devons calculer, une a une (pour le moment)
toutes les probabilitées suivantes :



1\3

P(m=1n[M=1]) = (g)

1\3

P(m=2In[M=2]) = (5)

1 3

P(m=3INn[M=3]) = (5)
1\3 1\3
P([m:l]n[M:Z]):3(§ +3(§)

P(m=2In[M=1])=0

Question : Combien y-a-t'il de calculs a faire ? Justifier les réponses.

1.3 Notations
Ala place de P([X = x] N [Y = y]) on peut noter P(X = x,Y = y) ou P([X = x],[Y = y]).

I.4 Rappels:Indépendance

Définition 2 (indépendance de deux variables aléatoires discretes).
Soit X et Y deux variables aléatoires discretes définies sur un méme espace. probabilisé (Q, «/,P). On dit que X et Y sont
indépendantes si et seulement si

VxeX(Q) VyeY(Q PUIX=xIn[Y=y)=PIX=xDP(Y =y]

On doit se servir de la définition précédente de deux manieres différentes.

1. Sil’énoncé précise que les deux variables aléatoires sont indépendantes, ou si c’est sous-entendu ("deux dés lan-
cés", " deux tirages dans une méme urne avec remise...."). Alors il faut utiliser la relation de la définition pour faire
des calculs .

2. L'énoncé introduit deux variables aléatoires discretes, et demande (éventuellement apres plusieurs calculs) si ces
deux variables aléatoires sont indépendantes ou non. Il faut alors vérifier si les égalités P([X = x] N [Y = y]) sont
vérifiées.

II Lois conditionnelles et lois marginales

II.1 Lois marginales

Dans les exemples précédents, nous connaissions les lois de X et Y et nous en déduisions la loi du couple. Soit un
couple (X, Y) de variables aléatoires tel que

X@={,2} Y@Q)=1{1,23}



i

i

dont la loi est donnée par
1
Vxe{l,2} Vye{l,23} [P([X:x]m[Y:y]):g

On peut alors calculer, al’aide du théoremes des probabilités totales

3 3
PX=1)=) P(X=1n[Y=y)==
y=1 6

3 3
P(X=2)= ) P(X=2]n[Y=y])=—
y=1 6

Question : Préciser dans chaque cas le systeme complet d’événements. On a donc calculé la loi de X. On peut faire la
méme chose avec Y.

2
P(Y=1)= Z[F’([sz]ﬁ[yzl]):g
x=1 6

Nous pouvons ensuite représenter ces résultats sous forme d'un tableau.

T i1z s [ oraex]

1 1/6 | 1/6 | 6 1/2
! / ! ! (exemplel)
2 /6 | /6 | 16 1/2
Notder [l w1 |

On voit apparaitre en marge du tableau les lois de X et de Y, que I'on a pu reconstituer a partir de la loi du couple.

Proposition 1 (Lois marginales).
Soit (X, Y) un couple de variable aléatoires discretes Alors la loi (marginale) de X est donné par le théoreme des probabilités
totales.
Ve X(Q) PX=0)= Z P(X=UIn[Y=y])
yEY(Q)
et
YVeY(Q) P(Y=V)= Z P(X=xIn[Y =V])
xeX(Q)

Attention : Dans le cas ou les variables aléatoires ne sont pas finies, les sommes est une série a termes positifs qui
converge.

Attention : Ceci n’est pas un nouveau théoréme c’est la reformulation du théoréme des probabilités totales. C’est donc
ce dernier théoréme qu'’il faut citer a I’écrit, en indiquant le systéeme complet d’événement utilisé.



Exercice : Apreés avoir vérifier que le tableau suivant décrit bien une loi conjointe, trouver les lois marginales de X et Y.

T T3 2] 5 [oraex]

1 /6 | 1/6 | 1/6

2 1/12 | 0o/ | 1/18 (exemple2)
3 1/12 | 1/6 | 2/18

oicev || [ [ [ 1 |

I1.2 Lois conditionnelles

Définition 3 (Lois conditionnelles).
Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes définies sur un méme espace probabilisé (Q, < ,P) et soit y € Y(Q)
telle que P(Y = y) # 0. On définit 1a loi conditionnelle de X sachant Y = y par
P(Y = yIn[X =00
P(Y=y)

Ve X(Q) P(y:y)(XZD)Z

C’est bien une loie de probabilité!
Exemple : En reprenant le tableau exemplel. On calcule les trois lois conditionnelles pour X.

/6
sachant Y =1 IF’Y:I(X:I):m:IPy:l(X:Z)

1/6
sachant Y =2 Py_—2(X=1)= 7= Py-2(X=2)

/6
sachant Y =3 Pyzg(x=l)=u—3=Py:3(X=2)

On peut bien sur définir les lois conditionnelles de Y de la méme facon, il y en a deux.

1/6
sachant X=1 Py=1 (¥ =1)= = =Px_1 (Y =2) =Px=1 (Y =3)

1/6
sachant X =2 IF’ng(Yzl):I/—ZZPX:Z(YZZ):PXzz(YZ?))

Exercice : Faire le méme travail sur exemple2.

Proposition 2 (Probabiltés totales : De la loi conditionnelle a la loi marginale).
Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discretes définies sur un méme espace probabilisé (Q0, <7 ,P) et telles que pour
toutye Y(Q)onaP(Y =y) #0.
Alors pourle X(Q) :
PX=0)= ) PY=yPy-,pX=0)
yeY (Q)

Attention : Ceci n’est pas un nouveau théoréme c’est la reformulation du théoréme des probabilités totales. C’est donc
ce dernier théoréme qu'’il faut citer a I’écrit, en indiquant éventuellement le systéeme complet d’événement utilisé.



I1.3 Une urne variable

On choisit un entier naturel selon la loi de Poisson de parametre A > 0. Si cet entier est k on rempli 'urne avec k
boules rouges et une boule noire. On mélange les boules I'urne et on tire une bille. On gagne si la bille est noire. Calculer
la probabilité de gagner.

I1.3.a Formalisation

Il faut comprendre ici que I'on nous donne, indirectement, des probabilités conditionnelles.

Notons X la variable aléatoire liée au nombre entier choisi avec la loi de Poisson. Notons Y la variable aléatoire lié au
succes. Y = 1 sila bille tirée est noire Y = 0 sinon.

D’apres 'énoncé
1
+

Px=on(=1=7

=~

I.3.b Calculs

On peut donc appliquer le théoréme des probabilités totales avec le systeme complet d’évéenement [X = 0], [X =1],...
P(Y=1)=...

III Méthodes et résultats a connaitre sur les couples de VAD

III.1 Créer de nouvelles variables aléatoires

Proposition 3.
Soit X et Y deux variables aléatoires. Soit f une fonction a valeurs réelles telle que f(x, y) soit défini pour tout x € X(Q) et
pour tout y € Y (Q).

Alors f(X,Y) est une variable aléatoire discrete définie sur Q.

Exercice :

Théoréme 1 (Théoréme de transfert).

Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires discrétes finies et g : (x,y) — g(x,y) une fonction définie sur l'ensemble
X(Q) x Y(Q) etavaleurs dans R.

Alors

E@X,Y)=) g, yP(X=xIn[Y =y
(X, )eX(Q)xY(Q)



Exemple : Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de méme loi % ([[1, 6]]) avec n > 3 calculons E(max(X, Y)).

I11.2 Méthode : calculer la loi d’'un maximum ou d’'un minimum

Méthode loi d'un maximum
Soit X et Y deux variables aléatoires pour calculer la loi de max(X, Y) on peut remarquer que pour tout réel x
[max(X,Y) <x] = [X<xIn[Y < x]
Si de plus X et Y sont indépendantes alors
Pmax(X,Y) < x) =P(X < x)P(Y < x)

Ce qui permet de calculer la fonction de répartition.

Méthode loi d'un minimum

Soit X et Y deux variables aléatoires pour Calculer la loi de € (X, Y) on peut remarquer que pour tout réel x

[min(X,Y)>x] = [X>x]In[Y > x]
Si de plus X et Y sont indépendantes alors
Pmin(X,Y) > x) =P(X > x)P(Y > x)

Et en utilisant P(J < x) = 1 —P(d > x) permet de trouver un lien entre fonction de répartition de X, Y et du
minimum.

Exercice : Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes suivant la loi uniforme sur 1, n]). Calculer la loi du maximum et
dumaximumde X etY



III.3 Méthode : Calculer la loi d’une somme

Méthode loi d'une somme

Soit X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N. Pour calculer la loi de X + Y on peut remarquer que pour
tout entier naturel

n n
[X+Y=n]=U[X=k]r1[Y=n—k]= [X=n-kIn[Y =kl = U [X=iln[Y =]
k=0 k=0 o<igsn
0<j<n
i+j=n

Et ces événements sont incompatibles deux-a-deux.

Side plus X et Y sont indépendantes alors

n
PX+Y=n)= Z PX=kP(Y =n-k)
k=0

Il faut adapter les indices des ) précédentes au supportde X et Y

I11.3.a Résultat a connaitre : Stabilité de la loi de Poisson pour la somme

Théoréme 2 (Somme de deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson).
Soit A1 et Ay deux réels strictement positifs.

Soit X — P(A1) et Y — P(A2). On suppose de plus que X et Y sont indépendantes.

Alors

X+Y—>P(A1+12)

Démonstration :

I11.3.b Exercice classique : Stabilité de la loi binomiale pour la somme

lemme 1 (Egalité de Vandermonde).



Soit m,n et k trois entiers naturels alors

Démonstration :

Théoreéme 3 (Somme de deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois binomiales « avec le méme p »).

Soit ny et ny deux entiers naturels et p €10; 1[. Soit X — %B(ny1,p) et Y — PB(nz, p). On suppose de plus que X et Y sont
indépendantes. Alors

X+Y — %B(ny+n2,p)

Démonstration :
A savoir faire

IV Indépendance et covariance

IV.1 Indépendance et conséquences

Proposition 4 (Rappel espérance d’'une somme : linéarité de I'espérance).



Soit X et Y deux variables aléatoires discretes! admettant une espérance alors X + Y admet une espérance et
E(X+Y)=EX)+E(Y)
Plus généralement si a et B sont des réels a X + BY admet une espérance et

E(aX +pBY)=aEX)+ BE(Y)

Démonstration :
A savoir faire

Proposition 5 (Espérance d'un produit).
Soit X et Y deux variables aléatoires discretes indépendantes admettant une espérance telle que XY admet une espérance
alors

E(XY)=E(X)E(Y)

Attention : Quelle sont les différences entre les hypothéses de ces deux théoremes?
Démonstration :

IV.2 Covariance

Définition 4 (Covariance).
Soit X et Y deux variables aléatoires discretes admettant un moment d’ordre 2. On note alors

Cov(X,Y) = E[(X - E(X))(Y - E(Y)]

Exemple : Soit X et Y deux variables aléatoires dont la loi du couple est

T a1z s [ oraex]

1 1 /6 | 1 1/2
fo | U /s ! (exemplel)
2 /6 | 1/6 | 1/6 1/2
Notder [ ws | wa] 1 |

Nous allons calculer directement la covariance

1. non nécessairement indépendantes

10



Proposition 6 (Propriétés de la covariance).
Soit X, Y et Z trois variables aléatoires admettant des moments d'ordre 2. Soit a et 3 deux réels.

1. Symétrie : Cov(X,Y) = Cov(Y, X).

La variance peut s’écrire comme une covariance : Cov (X, X) = V(X)
Linéarité a gauche Cov(aX + Y, Z) =...

Linéarité a droite Cov(X,aY + fZ) =...

ISANE NS AN

Les deux dernieres propriétés peuvent étre regroupées en bilinéarité

Démonstration :

Exercice 1 (Calculs classiques).
X et Y sont deux variables aléatoires discretes admettant un moment d’ordre 2. Simplifier les expressions suivantes

1. Cov(X+Y,X+Y)
2. Cov(X+Y,X-Y)
3. Cov(X-Y,X-Y)

Proposition 7 (Variable presque certaine).
Soit ¢ une constante (ou une variable aléatoire presque certaine égale a c).

Soit X et Y deux variables aléatoires discretes admettant un moment d’ordre 2.
Cov(X,c)=0
Cov(X+c¢,Y)=Cov(X,Y)

Théoréme 4 (Formule de Huygens).
Soit X et Y deux variables aléatoires discretes admettant un moment d’ordre 2. Alors

Cov(X,Y)=E(XY)-EX)E(Y)

11



Démonstration :

Proposition 8 (Lien entre covariance et indépendance).
Soit X et Y deux variables aléatoires discretes admettant un moment d'ordre 2. Si X et Y sont indépendantes alors

Cov(X,Y)=0

Attention : La réciproque est fausse!!
Démonstration :

Exercice 2.
On choisi X et Y deux variables aléatoires indépendantes centrées réduite; Pour «a € ]-1; 1[ on pose

Z=aX+V1-a2Yy

1. Calculer E(Z) et V(Z)
2. Calculer Cov (X, Z)

3. Parmi les figures suivantes trouver celle pour lequel a vaut —0.8, —0.3, 0.1, 0.9

12
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Proposition 9 (Variance d’'une somme).
Soit X et Y deux variables aléatoires discretes admettant un moment d'ordre 2. Soit a et § deux réels

V(X+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y)
ViaX+BY) =a’V(X)+ B2V (Y) +2aBCov(X,Y)

Démonstration :

Proposition 10 (Variance d'une somme de deux vad indépendantes).
Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes admettant un moment d'ordre 2. On suppose que X et Y sont indépendantes
Alors

VIX+Y)=

Démonstration :

13



IV.3 Rappels Suites de variables aléatoires discretes.

Dans cette partie toutes les variables aléatoires sont discretes et définies sur un méme espace probabilisé (Q, «,P)

Proposition 11 (Espérance et variance d'une somme).
Soit X1, X2, ... Xn, n variables aléatoires qui admettent des espérances . Alors (X1 + Xo + - -- + X;) admet une espérance et

EXi+Xo+--+Xp) =

Si de plus ces variables aléatoires sont mutuellement indépendantes et admettent des moment d'ordre 2, alors X1 + Xo +
---+ Xy, admet un moment d’ordre 2 et :

VX1 +Xo+--+ Xp) =

14
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