DL mathématiques n"15
Pour le lundi 17 février 2025

| SUJET D’ORAL|

On note & = (e, €2, e3) la base canonique de R3. On considere I'endo-
morphisme f de R® défini par
V(x,¥,2) € R3,f(x,y,z) =x+y-2z2y,-x+y+2)

On considére aussi 'endomorphisme g de R* dont la matrice dans %
est

0 -2 -5
B=| -2 0 4
1 1 o0

Onposeu=e; —e;=(1,-1,00etv=g(ey) +ej.

1. (a) Déterminer la matrice A de f dans la base 2.

(b) Alaide de Python, déterminer les valeurs propres de g et conjec-
turer la dimension de chaque sous-espace propre de f. Len-
domorphisme f semble-t-il diagonalisable
On rappelle que, dans la bibliotheque Python numpy, la fonc-
tionlinalg.eig(A) renvoie les valeurs propres (réelles et com-
plexes) de A et la matrice dont les colonnes sont des vecteurs
propres associés a ces valeurs propres (dans le méme ordre).

2. (a) Montrer que la famille € = (1, v, e1) est une base de R3.
(b) Déterminer la matrice T de g dans la base €.
(c) En déduire les valeurs propres de g. Lendomorphisme g est-il
diagonalisable?

3. Onnote E = {M € #3[R)/ AM = MB}.

(a) Ecrire une fonction Python E(M) qui prend en argument une
matrice M de .43 (R) qui renvoie True si M € E et False sinon.
On rappelle que, si N est une matrice contenant des booléens,
I'instructionN. all() renvoie True siN ne contient que des
True et renvoie False sinon.
On rappelle aussi que, dans la bibliotheque Python numpy, la
fonction dot (N, P) renvoie le produit matriciel NP.

(b) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de .3 (R).

(c) Montrer, par I'absurde, que si M € E, alors M n’est pas inver-
sible.

(d) Montrer que Sp(B) = Sp (BT) (ou1 Sp(B) est 'ensemble des va-
leurs propres de B)

(e) Montrer que, si X € .43, (R) un vecteur propre de A associé a
la valeur propre 2 et si Y € .#31(R) un vecteur propre de B®
associé a la valeur propre 2, alors XY € E.

(f) En déduire que dim(E) > 2.

‘ DUR ET FACULTATIF

Soit n et p deux entiers supérieurs ou égaux a 1. Si M est une matrice de
My, pR), la matrice M" de .« p,n(R) désigne la transposée de M.
Onidentifieles ensembles .# ; (R) et R en assimilant une matrice de .41 (R)
a son unique coefficient.
On note E; la matrice colonne de taille n dont tous les coefficient sont
nuls sauf le i-eme qui vaut 1. On note %, = (Ej,..., E,) et on admet que
cette famille forme une base (canonique) de .4, 1 (R). On construit 98, =
(F1,..., Fy) une base de .4 1 (R) de la méme maniere.
SiMe . My ,R) et N €My qR) (qeN*), onadmet que (MN)" = NTMT.
1. Soit X une matrice colonne non nulle donnée de .4, ; (R) de com-
posantes x1, X, ..., X, dans la base %3;,.
Onpose: A=XXTeta=X"X.
(a) Exprimer Aetaenfonctionde xy, X, ..., x,,. Justifier que la ma-
trice A est diagonalisable.
(b) Soit f I'endomorphisme de .4, 1 (R) de matrice A dansla base
B,
Déterminer Im f et Ker f; donner une base de Im f et préciser
la dimension de Ker f.
(c) Calculer la matrice AX. Déterminer les valeurs propres de A
ainsi que les sous-espaces propres associés.
2. On suppose que n et p vérifient 1 < p < n. Soit (V, V3, ..., V) une
famille libre de p vecteurs de .4/,,1 (R).
On note V la matrice de .#;,,(R) dont les colonnes sont, dans cet
ordre, V1, V5,..., Vp.
Soit g I'application linéaire de .4, (R) dans .4, 1 (R) de matrice V
dans les bases 98, et %,,.
(a) Justifier que le rang de V est égal a p. Déterminer Kerg.
(b) Soit Y une matrice colonne de .4 1 (R).
Montrer que 'ona VY =0 si et seulementsil’'ona VI VY =0.
(c) En déduire que la matrice VTV est inversible.



